Prof. Carmen-Daniela Anton Prof. Adina Butnarasu

/

Help - Matematica

Culegere de probleme pentru pregatirea elevilor
in vederea sustinerii examenului de Bacalaureat,
proba de matematica

IASI, 2019



.'-f:....--u: "“'II e t

Culegere de.probfém
=- derulate. in cadrul acor ul ant nr. SGL/RIf 8
I;_Coleglul iTéhm "Gh. Asachl lasi. in anur 0
invatamai tuI secunddr (ROSE) ... -+

mwb/@@?aﬂfe



Prof. Carmen-Daniela Anton Prof. Adina Butnarasu

Help - Matematica

Culegere de probleme

Culegere de probleme realizata in baza activitatilor remediale
derulate in cadrul acordului de grant nr. SGL/RI/183/27.06.2017 de
la Colegiul Tehnic "Gh.Asachi" lasi in anul 2019, proiect privind
invatamantul secundar (ROSE)

ACTIVITATEA Al.

Pregitire remediald pentru candidatii absolventi ai liceelor din filiera
tehnologicd, in vederea sustinerii examenului de Bacalaureat,
sesiunea iunie-iulie 2019, proba de matematica

Profil: servicii, resurse naturale si protectia mediului, tehnic; toate
specializarile/calificarile

EDITURA ..........
IASL, 2019



Referent stiintific: Conf. Dr. Anca CROITORU

ISBN':









Prefata

Puternic ancorata in realitatile contemporane si cu implicatii in toate
domeniile, matematica zilelor noastre devine tot mai mult modelul spre care
privesc cu incredere si interes celelalte stiinte. Matematica a patruns treptat
si din ce in ce mai mult, in sfera conceptului de cultura generala si de cultura
de specialitate, lisand putine sectoare lipsite de prezenta ei. In contextul noii
reforme curriculare, semnificatia si importanta teoretica si practicd a
matematicii cresc mereu, facind din ea unul dintre principalele obiecte de
instruire cu necontestate valente formative, predarea ei in scoald devenind
obiectul unor cercetari stiintifice de mare anvergura.

Intelegerea esentei matematice este realizabild numai prin studierea
profunda a elementelor ei componente: algebrd, geometrie, trigonometrie,
analizd matematica.

Lucrarea de fata abordeaza, atat din punct de vedere stiintific, cat si
metodic, recapitularea materiei din clasele alXa - aXIla conform programei
de bacalaureat 2019, proba de matematica, pe parcursul a cinci capitole. Ea
este realizatd pe baza fiselor de lucru folosite in cadrul activitatilor
remediale derulate in cadrul Proiectului ROSE, proiect privind invatdmantul
secundar.

In primul capitol se recapituleaza materia de algebra din clasele a IXa
respectiv, a Xa. Capitolul doi al lucrarii de fatd se continud cu geometria
vectoriald, trigonometrie, aplicatii ale trigonometriei in geometrie, respectiv
geometrie analitici. In capitolul trei, respectiv patru, se recapituleazi
elemente de algebra superioard si analizad matematica. Lucrarea se incheie cu
capitolul cinci in care se propune spre rezolvare variante de tip simulare in

cele doud sesiuni dintr-un an scolar (decembrie, martie) la nivel liceal, clasa



a Xlla zi, respectiv a Xllla seral, precum si variante de examen care s-au dat
la proba de matematica, Bacalaureat, din ultimii ani scolari.

Lucrarea, prin tema si continutul sdu, se doreste a fi un ghid veritabil
in insusirea temeinicd a unor notiuni de algebra, geometrie vectoriala,
trigonometrie, elemente de analizd matematicad respectiv, elemente de
algebra superioard prin figsele de lucru propuse spre rezolvare, un ghid
metodic pentru profesori, prin exemplele propuse, putand fi folosit atit in
activitatea de la clasa, cat si la activitati scolare din cadrul acestui proiect.

Unele capitole sau subcapitole au si breviar teoretic care are ca scop
orientarea activitdtilor de recapitulare a materiei la matematica, in vederea
asigurdrii atingerii nivelului minim sau mediu de competentd si nu
reprezintd o listd exhaustivd. De asemenea, la aplicarea formulelor
prezentate se va tine cont de insotirea acestora de conditii de existenta,
functie de multimile de numere pe care se aplica.

Multumesc pe aceastd cale doamnei profesor Conf. Dr. Anca

Croitoru pentru sprijinul acordat in realizarea lucrarii de fata.



Test initial

Identificarea nevoilor grupului tinta

Subiect I
. 1" "
(10 pet) 1.Arétati ca numarul log, 9 + 5 — \/E este un numar natural.

(10 pct) 2. Determinati coordonatele varfului parabolei asociate functiei
FR-R, f(x) =x+ 3x-4.

(10 pct) 3. Se considera progresia aritmetica (a,),s;, cu a; = 2 siratia r = 4.
Calculati as.

Subiect IT

1. Pe multimea G = (7, +0) se defineste legea de compozitie x * y = xy - 7x
- 7y +56.

(10 pct) a) Calculati 7 * 8 * 9, stiind cd legea "*" este asociativa.

(10 pct) b) Determinati elementul neutru e € G al legii "*", pentru orice x €
G.

(10 pct) c) Rezolvati in multimea numerelor reale, ecuatia x * x = 7.
Subiect ITT

x?+2
x*+4
(10 pet) a) Calculati I (x> +4)- f(x)dx.

(10 pct) b) Demonstrati ca g este o primitiva a functiei £, unde functia

1. Se considerd functia f'R—R, f(x) =

X
g:R—-R, g(x)=x—arctg 5
(10 pct) ¢) Determinati primitiva F:R—R a functiei f pentru care F(0)=2.

Oficiu: 10 pct
Barem de evaluare

Subiect 1

1| log,9=1log,3* =2log,3=2 2p

1 -1
- m
2

J16 =4 Ip

Finalizare: 2 +2-4=0eN. 2p




2], & _3 »
2a 2
A=b*—4ac =25 Ip
A 25
T T T 2p
3 |as=a; +4r 3p
Finalizare: as=2 +4-4 =18 2p
Subiect IT
la | 7%8=7 3p
7%8%x9=(7*x8)*9=T7% 9=7 2p
Ib | () e e Gasaincitx * e=e * x =X, pentru orice x € G 2p
X *e=x<xe-7x-Te+56=x< e(x-7)=8(x-7)sicum | 3p
x271(xeG)=>e=8¢eG
le [x*x=7T<x-7}=0=>x=7 5p
Subiect I11
2
; J.(xz+4)~g(x)dx:.|.(x2+4)~iziidx= P
2 2 x’
7J.(x +2)dx 7J.x dx+2jdx 7?+2x+C
1 | 1) Functia g este o functie continua pe R ca fiind o functie Ip
b | compusa din functii elementare 3p
g’(x):(x—arctgx)’zl— 12 ~l=l— 22 =
2) 2 [XJ Y
2 2 lp
= ; Ii = f((V)x e R
Din 1) si 2) = functia g este o primitiva a functiei f, pentru orice
x € R.
1 , x o 2p
c Dinb) = F:R—R, F(x)=x—-arctg E + ¢ o primitiva a
functiei f. 2p
Din F(0)=1=c=2 Ip
Finalizare: p(y) = x — arctg g +2, F:R—R este o primitiva a
functiei f.

Notd: se acordd 10 pct din oficiu




Cap. I. ALGEBRA

1.1. Multimea numerelor reale

1 1

V-1 B+1

este natural.

1. Aratati ca numarul ; =

2. Aratatica | 1— 1 (1+0.,5) = 3 .
2 4

3. Aratati ca \/5(2—\/5)+ \/5(\/3—\/3) =0.
4. Aratati ca 30.[;_0,3J =1.

5. Aratati cd numarul »n =\/§(\/E +1)— 2\5 este patratul unui numar
natural.

6. Calculati media aritmeticd a numerelor g =3/125 si b =log, 125.
2 2
7. Avatati cd (2++3) +(1-243) =20,

8. Ardtatica [2_L1).1_3.
2) 2

9. Aritati ca (2+lj:7:2.
3)°6

10. Ardtatica [ 24 L).2 2 5.
2)'s

11. Aratati ca (14-1];2:1
2 3)6

12. Calculati media aritmeticd a numerelor @ = 8si b =+/16..

13. Ardtati ca [5+7j.27:6
9°9) 6



14, Aritati o (V8 =43 |22 ++/3)=5

lS.Aréta‘gicé(l_3j:1:1.

4) 4

16. Aratati ca l_l .E=1.
2 5) 3

17. Aratatica [ L_1). Ly
3 4) 12

18. Aratati ca 1_1 :0,5=0.
2

19. Aratati ca 1—% :0,25=0.

20 Ardtatica [1- 1 [1- L)L),
230 T4)

1.2. Progresii aritmetice. Progresii geometrice

Cadru teoretic

Sirul (a,),; - progresie aritmetica a; - primul termen, r - ratia (reR’)
Sirul (a,),>; - progresie aritmeticd <> a, = (a,.; + ay+1) / 2
Termenul general: A =a, tr1; a,=a;+(n-1)-r

Suma primilor n-termeni ai unei progresii aritmetice:
s =4t sau g _2a+(=Dr
n n 2
Sirul (a,),s - progresie geometrica a, - primul termen, q - ratia (qeR”, q=1)
Sirul (a,),>; - progresie geometricd < ¢ =./q ¢, .,

Termenul general: A1 = Ay - a,=a;-q"

Suma primilor n-termeni ai unei progresii geometrice: S =a, q —11
q-

Exercitii propuse spre rezolvare:
1. Sé se arate ca numerele log,2, C, si 5 sunt termeni consecutivi ai unei

progresii aritmetice.
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2. Sa se verifice c¢d numerele 1, Jog, 9 §i 3/64 sunt termenii consecutivi ai

unei progresii geometrice

3. Aflati x € R astfel incat numerele reale , 2X*! 3 si fie termeni
2 2 B

consecutivi ai unei progresii aritmetice.

4. Sa se determine numarul real x, stiind ca urmatorii termenii consecutivi
sunt termenii unei progresii aritmetice:

a) x— Lx+tlsi2x—1. b) x’~1,3x4six—1.

5. Si se determine numarul real x, stiind ca 2 -1, 4° si 2*"' +3sunt trei
termeni consecutivi ai unei progresii aritmetice.

6. Sa se determine numarul real x,stiind cd 5-x, x+7 si 3x+11 sunt termenii
consecutivi ai unei progresii geometrice.

7. Progresia aritmeticd (a,),»; de ratie r este definitd prin anumite elemente
date. Determinati, in fiecare din cazuri, elementele cerute:

a). a;=- 1, r = 2. Calculati a, b). a3 =60, r=2. Calculati a;, az.

8. Sa se determine ratia unei progresii aritmetice (a,).», stiind ca a;q- a,=16.
9. Sa se calculeze suma primilor 10 termeni ai unei progresii aritmetice
(an)ns1, stiind cd a; =3 si a,= 7.

10. Se considera functia f>R—R ,f{x)=x+2.Sa se calculeze f(0)+{(1)+...+f(2012).
11. Sa se determine al patrulea termen al unei pregresii geometrice stiind ca
ratia este egala cu 1/2 si primul termen este 8.

12. Se considera progresia geometrica (by),>; In care b;=3 si b, =12 . Sa se
calculeze bs.

1.3. Functia de gradul I

Def, apartenenta unui punct la graficul unei functii, intersectia cu axele Ox
si Oy, rezolvarea ecuatiilor "f(x)=0".

Functia de gradul inti: f:R—R, f(x) = ax + b, unde a,beR, a #0

Axy) € Gre y=1(x)

Gin Oy: x=0<y=1(0)

GiNOx:y=0=1fx)=0

G Gy © y = f(x) = g(x).

Exercitii propuse spre rezolvare:

1. Se considera functia f- R — R, f (x) =2+x. Sa se calculeze f(1) + f(2) +...+
(20).

2. Se considera functia f: R = R, f (x) =x — 3. Sa se determine f(-4) - f(-3) - ... -
f(4) - f(3).
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4. Determinati functia de gradul intdi definitd prin f - R — R, f (x) =ax +b,
stiind ca f(0) =3 si f(-1) = 1.

5. Sa se determine functia f- R > R, f(x) =ax + b, a,b € R, a #0, stiind ca
f(1)=3 si f(2)=9.

6. Se considera functia - R — R, f (x) = ax + b. Si se determine numerele
reale a i b stiind ¢d 3 f(x)+2=3x+35, pentru Vx € R.

7. Sé se determine functia - R - R, f(x) =ax + b, a,b € R, a #0, al carei
grafic contine punctele A(2,7) si B(-1,-2) .

8. Se considera functia - R - R, f(x) =2x + 1 Sa se determine punctul care
apartine graficului functiei f i are abscisa egala cu ordonata.

9. Sa se determine intersectia graficului functiei f cu axele de coordonate,
unde f: R 5R, f(x) =3x—9.

10. Sa se determine coordonatele punctului de intersectic al graficelor
functiilor f,g : R >R, f(x) = 2x-4 si g(x)=3-x.

11. Sa se determine punctul de intersectie a graficelor functiilor f si g, unde
f, g R>R, f(x) =3x -5, g(x) =7 —x.

1.4. Functia de gradul al II-lea

Def, apartenenta unui punct la graficul unei functii, intersectia cu axele Ox
si Oy, rezolvarea ecuatiilor "f(x)=0".

Functia de gradul al doilea: \R—R, f{x) = ax’ + bx + ¢, unde a,b,ceR, a #0
Axy) € Grey=1(x)

G Oy: x=0<y=10)

GiNnOx:y=0&1f(x)=0

GrN G, &y = f(x) = g(x).

Exercitii propuse spre rezolvare

1. Se consider functia f:R—R, f(x)=x’-11x+30. Sa se calculeze f(0) - f(1) - ... -
f(6) .

2. Se considera functia f*R—R, f{x0=x"-3x+1. Si se determine numerele reale m
pentru care punctul A4(m;—1) apartine graficului functiei f.

3. Sa se determine functia de gradul al II —lea al carei grafic contine punctele
A(1;3), B(0;5)81 C(-111).

4. Sa se calculeze distanta dintre punctele de intersectie ale reprezentarii grafice
a functei /' R—R, f{x)=-x"+2x+8 cu axa Ox.

12



Relatiile lui Viete. Rezolvarea ecuatiei de gradul al I1-lea
1. Sa se determine valoricle reale ale numarului m pentru care x=5 este

solutie a ecuatiei m’(x—1)=x—-3m+2.

2. Sa se formeze o ecuatie de gradul al doilea, stiind cd aceasta are solutiile

X =2siX,=3.

3. Si se determine o ecuatie de gradul al II —lea ale cirei solutii X, si

X, verifica simultan relatiile x, +x, =2 si xx, =-3.

4. Sa se calculeze l+i, stiind cd x; si X, sunt solutiei ecuatiei
X X

x’—x-2=0.

5. Sd se calculeze x, +x, +x,x,stiind cd x; si x, sunt solutiei ecuatiei

x> =2x-2=0.

6. Se considera ecuatia x> +3x=5=0 cu solutiile x, si x,. S se calculeze

X +Xx;.

7.S4 se arate cd solutiile X;si X, ale ecuatiei x> —x—1=0 verifica relatia

XP+X) =X +x, +2.

8. Si se determine m € R, stiind ci solutiile X,, X,ale ecuatiei

x? - (2m+1)x+3m =0 verificd realtia x, + x, + x,x, =11.

9. Se considera ecuatia x> +mx+2 =0 cu solutiile X; si X,. S& se determine

valorile reale ale lui m pentru care (x, +x,)” —2x,x, =5.

10. Se considera ecuatia x> — x +m = 0 cu solutiile x; si x,. Sa se determine

numarul m pentru care b + 1 3

x4l x4l 4

11. Sa se determine valorile reale ale parametrului m stiind ca solutiile x; si
X, ale ecuatiei x” + (m—1)x +3 =0 verifica egalitatea x,=3x,.

12. Sa se determine valorile reale ale numarului m stiind ca solutiile x; si x,
ale ecuatiei x* —mx—m—6=0 verifica relatia 4(x, +x,)+x,x, =0.

13. Sa se demonstreze cd, daca «a ER*, atunci  ecuatia
ax® —(2a+1)x+a+1= 0are doud solutii reale distincte.

14. Sé se demonstreze ca pentru orice a real, ecuatia de gradul al doilea
(I+cosa)x® —(2sina)x + 1 —cos a = 0 admite solutii reale egale.

15. Sa se demonstreze ca ecuatia x> —2x+1+a” =0 nu admite solutii reale,
oricarearfi a € R”.
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16. Si se demonstreze ci pentru orice 7 € R ecuatia x> +mx—-m>—-1=0
are doua solutii reale distincte.

1.5. Ecuatii, inecuatii, sisteme de doua ecuatii cu doua
necunoscute

<0; b) X*O
x—3 2x-3
2.Sa se rezolve ecuatia : ‘2x+5‘ +x=3-

1. Sa se rezolve inecuatiile : a) >0

3. Sdserezolve in R ecuatiile: a) x> -9=0b) 6x* —13x+6=0

4. Si se rezolve in R inecuatiile: a) x> —5x+6<0, b) x> —4x+6<0.
6. Sa se rezolve ecuatiile: (x+1)> =25; 2x—-1)>=49 ; (1+x)*> =36

7. Si se calculeze suma solutiile intregi ale inecuatiei x> —5x+5<1.

8. Si se determine suma solutiilor intregi ale inecuatiei x> —4x—-5<0.
9. Si se determine suma solutiilor naturale ale inecuatiei x> —2x -3 <0.
10. Sa se determine solutiile intregi ale inecuatiei (x —1)* +x—7 <0.

11. Sa se determine solutiile reale ale inecuatiei x* —9<0

1.6. Puteri si radicali. Ecuatii irationale

Proprietatile puterilor si radicalilor; ecuatii irationale

1. Calculati:
a)E(a)=_1/2-a” [ 1 _Zal_l}pentrua=— l;
1/4-(/a) |27°(2+a) 2

2

0)(0.001) 227 - 647 -8 3+ 5.

2. Sa se calculeze (3)1 3 ﬁ
2 27

3. Si arate ci numirul 3/27 —4/12 + 24/3 este natural.

-3
4. Sa se calculeze [%) —log, 25.
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5. Sa se arate ca log, L 3-8 =0.
4
6. Sa se compare numerele 2° si log, 32.

7. Si arate ¢ numirul (3\/5)10‘%28 este natural.

8. Rezolvati ecuatiile irationale:

a) Jx+2=3; b)3-2x=x; ) Jx+l=x-1; d) Jx+1=5-x;
) V2 6+1-x=9; DX’ +5+/4-3x=—7

9. Rezolvati ecuatiile irationale: a) 3/x+3 =1; b) Ya-2x=2;

1.6. Calcule cu logaritmi

1. Sa se calculeze log, 3 - l1og2 9.
2

2. Sé se caleuleze log, 3 —log, g

3. Sa se calculeze log, 5+1log, 6—log, 10.
4. Sa arate ca log, 4+1og, 9 < \36.

-3
5. Sa se calculeze (1) —log, 25.
2

6. Sa se arate ci log, 24 =3a +1, unde g =log, 2.

1.7. Ecuatii exponentiale. Ecuatii logaritmice

1. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei

1 Jx 2 2
3){,2 _| L ; 125’( :l’ 2x +3x-2 :8’ 4x+2 :zx +5;
3 5

2P =40 og 3tstons, 3og, LA 203

15



2. Si se determine solutiile reale ale ecuatiei
27427 =125 274277 =36, 27 -2"=28., 2°-14.27"=-5.,
9" —4.3"43=039 40+ =2 3 4+2.3"1 =737 12.3*_3=0..
2 . b 2

2Bt =4,

Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log;(3x +4)=2.

Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log, (x —3) = 0.

Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log,( ¥ —4x + 4)=2.

3.
4.
5.
6. Sa se rezolve in multimea numerelor reale pozitive ecuatia log, x* = 2.
7. Sé se rezolve ecuatia log,(x* —1)=1.

8. Sa se rezolve ecuatia 1g” x —41gx+3=0.

9. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log, (x +2)+log, x =3.

10. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log, (x+2)—log,(x—5)=3.
11. Si se determine solutiile reale ale ecuatiei log,(x* —6) =log,(2x—3).

12. Sa se rezolve ecuatia log, (2x +5) = log, (x* +3x +3).

13. Sa se rezolve ecuatia log, (x> —4) = log, (x* —3x +2).

14. Sd se determine solutiile reale ale ecuatiei log, (x> —x—2) =2.

15. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei log, (3x +1) =1+ log,(x —1).
16. Sa se rezolve reale ecuatia log, (x* — x —2) —log,(2x—4) =1.

17. Sa se rezolve ecuatia log, vx+1=1.

18. Sa se rezolve in multimea numerelor reale eucatia log 4(2X+1 -1)=0.

19. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatialog, 3\/; =1.

1.8. Elemente de combinatorica - metode de numarare

1. Sa se calculeze C; + P,. 2. Sé se calculeze CY + 47
3. Sa se calculeze C; -C, +C; —C; +C,

4. Sa se calculeze C2 — A7 +6. 5. Sa se calculeze A7 — P,.

6. Sa se calculeze O+ 14+214-3!. 7. Sa se calculeze C) +1=3!.
8. 84 se calculeze C; - C;. 9. Sa se calculeze C; +C;.

10. Si se caleuleze Ci + C + C: = 2* 11. Si se calculeze C; — C;.
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12. Sa se calculezepz— 13. Sa se calculeze 213!

+C,
1

45 G
14. Sa se calculeze 2!+3!. 15. Sé se calculeze 2C} — 4.
Cs

16. S se calculeze C; + C;.

17. Sa se determine numarul tuturor submultimilor de 2 elemente ce se pot
forma cu elemente din multimea {1,2,3,4,5}.

18. Sé se calculeze numarul submultimilor multimii {1,2,3,4} care au un
numadr par nenul de elemente.

19. Sa se determine cate numere de cate trei cifre distincte se pot forma cu
elemntele multimii {1,2,3,4,5}.

20. Sa se determine cate numere de doud cifre se pot forma cu elemntele
multimii {1,2,3,4}.

21. Se considera multimea A4={1,2,3,4}. Sa se determine cate numere
formate din 4 cifre distincte se pot forma cu elemente ale mul{imii A.

22. Se considerd multimea 4 = {1,2,3,4,5}. Sa se determine cate numere

formate din 3 cifre distincte se pot forma cu elemente ale multimii A.
23. Sa se calculeze numarul submultimilor cu 2 elemente ale unei multimi
cu 6 elemente.
24. Cate numere de 4 cifre distincte se pot forma cu cifrele 1,2,3,4,5,6?
25. Sa se determine numdrul natural 7 stiind ca (7—=3)! _
(n=5)!
26. Sa se rezolve ecuatia 4’ =12, neN.
27. Rezolvati ecuatiile: 4’ . =24; A

n+3

:30%; C,=2n; Cj+2 =3;

+C’

Aj—v—l nil T 392

28. Si se rezolve ecuatia C}=28,neN.

79, Sd& se determine valorile naturale ale numdrului n astfel incat
c ,? +C ,1, =8.

30. Rezolva inegalitatile: 4 | <930; 1824 > 4} ,; C°>C*; C, <C7?
31. Se considera toate numerele naturale de cate trei cifre scrise cu elemente
din multimea {1,2}. Sa calculeze probabilitatea ca, alegand un astfel de
numar, acesta sa fie divizibil cu 3.

32. Sa calculeze probabilitatea ca, alegand un numar din multimea

{M A2,4/3,.., 430 }, acesta sa fie numar rational
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33. Sa calculeze probabilitatea ca, alegand un numar din multimea

{\/5, \/i \/Z,..., A/10 }, acesta sa fie numar rational.

34. Sa calculeze probabilitatea ca un element al multimii {1,2,3,4,5} acesta
sa verifice inegalitatea n!< 50 .

35. Sa calculeze probabilitatea ca, alegand un element al multimii{1,2,3,4,5}
acesta si verifice inegalitatea n” <2".

36. Sd calculeze probabilitatea ca, alegand unul dintre numerele P3,A31 si

C; acesta si fie divizibil cu 3.

37. Sa se calculeze TVA-ul pentru un produs, stiind ca pretul de vanzare al
produsului este de 238 lei (procentul TVA-ul este de 19%).

38. Dupa o reducere cu 10% un produs costa 99 lei. Sd se determine pretul
produsului Tnainte de reducere.
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Cap. II. GEOMETRIE SI TRIGONOMETRIE

2.1. Vectori

1. Daca AB+ 2CB=0 , 84 se determine valoarea raportului ﬁ .

2. Fie ABC un triunghi echilateral inscris intr-un cerc de centru O. Sa se
calculeze AB + AC —3A40.

3. Se consideri paralelogramul ABCD. Si se calculeze 4B+ CD.

4. Si se calculeze AB+ BC +CA stiind ca A, B si C sunt varfurile unui
triunghi.

5. Daca E + 2@ =0 , sd se determine valoarea raportului ﬁ .

6. Fie punctele A4(2;—1) si B(-1;3). Sa se determine numerele reale a si b
astfel incat AB = ai + bj.
7. In reperul cartezian xOy se considerd punctele 4(4;—8) si B(6;3). Si se

determine coordonatele vectorului O4 + OB .
8. Sd se determine numarul real a stiind cd vectorii # :2f+aj si

3i +(a—2); sunt coliniari.

10. In reperul cartezian xOy se considera vectorii 0A(2;-1)si OB(1,2). Sa se

determine coordonatele vectorului OM , unde M este mijlocul segmentului
AB.

11. Sa se determine numarul real m pentru care vectorii v =2{ +3; si
W=—i +mj sunt coliniari.

12. In reperul cartezian xOy se considera punctele A(4,-8) si B(6,3). Sa se
determine coordonatele vectorului OA + OB. (Varianta_2, 2009)

> —

13. In reperul cartezian (O,i, ]) se considerd vectorii u=-3i+2; si

v=5i— ; . Si se determine coordonatele vectorului 5 + 3 .
(Varianta_5, 2009)
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14. In reperul cartezian xOy se considera vectorii OA(2,-3) si OB(1,-2). Sa

se determine numerele reale « si S pentru care vectorul 304 -50Bare
coordonatele (a, f). (Varianta_8, 2009)

15. Se considerd vectorii vy, =2i+a; Si Z :(a+3);'+2aj, unde aeR.

Determinati numarul a>0 pentru care vectorii v, si v, sunt coliniari.
(Model, Bacalaureat, 2012)
16. Determinati acR astfel 1incat vectorii u=Qa+1)i+4; si

v= (a+ 3)1 + 4;’ sa fie vectori egali. (Simulare, Aprilie, lasi, 2013)

17. Calculati modulul vectorului ; = @ + ﬁ , stiind ca A(1,2) si B(3,-5).
(Simulare, Decembrie, lasi, 2018)

2.2. Trigonometrie

1. Sa se demonstreze ¢a expresia (sin x + cos x)* — 2sin x cos x este constantd
pentru orice VX € R .

2. Sa se calculezetg?30° + ctg? 45° .

3. Si se calculeze sin 60° —cos30°.

4. Sa se calculeze sin” 30° + cos”® 60°.

5. Si se calculeze sin120°.

6. Si se calculeze sin135°.

7. Sa se calculeze cos x, stiind ca gip x = 4 si cd x este masura unui unghi
5
ascutit.
8. Si se calculeze cos x, stiind cigip x = 3 si x€(0°;90°).
5
9. Sa se calculeze cos x, sin 2x, cos 2x, tg x stiind ca gjp x = 4 si cd x este
5

masura unui unghi ascutit.
10. Sa se determine cos(180° - x), stiind cd x este masura unui unghi ascutit

$1 cosx:l'
2
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11. Stiind ¢d gjp 5 = i sa se calculeze sin(l80° — x)-
5

12. Sa se arate ca, pentru orice unghi ascutit X , este adevarata egalitatea
sinx~cos(900 - x)+ cos’ (1 80° — x) =1.

13.54 se calculeze cos? 45° +sin?135°.

14. Si se calculeze sin®120° + cos? 60°.

15. Sa se calculeze sin?130° + cos® 50°.

16. Si se calculeze sin80° +sin®10°.

17. Sa se calculeze sin2100° + cos2 80°.

18. Si se calculeze sin” 135° + cos® 45°.

19. Si se calculeze cos?30° +sin?150°.

20. Si se calculeze sin170° —sinl10°.

21. Si se calculeze c0s30° +cos60° + cos120° +cos150°.

22. Si se calculeze cos10° + cos20° + cos160° +cos170°.

23. Si se calculeze (0051500 +cos30° XsianOO - sin60°).

24. Si se calculeze cos80° +cos100°.

25. Si se calculeze sin 60° - cos150°.

26. Sa se calculeze sin135° +1g45° —cos45°.

27. Si se calculeze sin?135° + cos?® 45°.

28. S se verifice ca in orice triunghi dreptunghic ABC, de ipotenuza BC, are
loc relatia sin® B +sin” C =1.

29. Si se determine probabilitatea ca alegand un element din multimea
A= {sin 30°,sin45°,sin 60° }, acesta sa fie un numar rational.

30. Aritati ci sin60° + tg45° = cos30° + ctg45°.
Simulare 2017, Martie

2.3. Aplicatii ale trigonometriei in geometria plana

1. Se considera triunghiul ABC avand aria egala cu 15. Sa se calculeze sin 4
stiind ca AB=6 si AC=10.

2. Se considerd triunghiul ABC cu AB=4, AC:ﬁ si BC:\/E . Sa se
calculeze cos B.
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3. Sa se calculeze aria triunghiul ABC stiind ¢ AC=2, m(£LBAC)=30" si
AB=4.

4. Sa se calculeze aria  triunghiul ABC  stiind cad
AB = AC =~2,m(£A4) =30".

5. Sa se afle raza cercului circumcris triunghiul 4BC stiind cd AB=3 si
m(£C)=30°.

6. Fie triunghiul dreptunghic ABC si D mijlocul ipotenuzei BC. Sa se

calculeze lungimea laturii 4B stiind cd AC=6 si AD=5.
7. Se considera triunghiul ABC cu AB=1, AC=2 si BC=,/5. Sa se calculeze

cos B.
8. Se considera triunghiul ABC cu AB=5, AC=6 si BC=7. Sa se calculeze cos
A

9. Si se calculeze aria triunghiul ABC stiind cd AB=2+3, AC=.3si
m(£BAC) =60".

10. Sa se calculeze lungimea laturii BC a triunghiului 4BC stiind ca AB=6,
AC=10si m(£LBAC)=60".

11. Sa se afle raza cercului circumcris triunghiul 4BC stiind ca BC=8 si
m(£A) = 45°,

12. Se considera triunghiul 4ABC de arie egala cu 6, cu AB=3 si BC=8. Sa se
calculeze sin B.

13. Se considera triunghiul ABC de arie egald cu 7. Sa se calculeze lungimea
laturii AB stiind cd AC=2 si cd m(~£4) =30°.

14. Si se calculeze perimetrul triunghiului ABC, stiind ca AB=2, BC=4 si
m(£B)=60°".

15. Si se calculeze perimetrul triunghiului ABC, stiind ca AB=5, AC=4 si
m(£A4) = 60°.

16. Si se calculeze lungimea 1ndtimii din A in triunghiul ABC stiind ca
AB=3, AC=4 5i BC=5.

17. Raza cercului cirmumscris triunghiului ABC este 3 , lar BC=3. Sa se
2

calculeze sinA.

18. Sa se determine numarul real x pentru care x, x+7 si x+8 sunt lungimile
laturilor unui triunghi dreptunghic.

19. Si se calculeze aria triunghiului ABC stiind ca AB=6, AC=8 si BC=10.
20. Sa se calculeze sinA, stiind ca in triunghiul ABC se cunosc AB=4,

BC=2si m(£LC)=60".
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21. Si se calculeze aria triunghiului ABC stiind ci AB=./3, AC=6 si
m(A)=120°.
22. Fie triunghiul MNP cu MN=3, MP=5 si m(/M)=60°. S se calculeze

lungimea laturii NP.
23. Un triunghi dreptunghic are ipotenuza de lungime 6. Sa se determine
lungimea medianei corespunzatoare ipotenuzei triunghiului.

24. Se considera triunghiul ABC in care 4B = 5, AC = 12 si BC = 13.
Calculati cos C.

Simulare 2016,Martie
25.Calculati aria triunghiului MNP, stind cda MN = 4 si
m(£N)=m(£P)=75".

Simulare 2018, Martie

2.4. Elemente de geometrie analitica

Ecuatia carteziana a dreptei in plan: ax+bz+c=0, a,b,ceR.

1. Ecuatii ale dreptei in plan determinatd de un punct si de o directie data

d - dreapta, un punct A(x4,yz) d si vectorul ; =(X0,Y,)-

In aceste conditii, ecuatia dreptei ce trece prin punctul A si are directia
vectorului u va fi data de relatia:

. Y
d: Y=X4 :i(x_xB)'
Xo
Ex. Scrieti ecuatia dreptei d stiind cd punctul A(2,5) se gaseste pe dreapta si

are directia vectoruluiu = (3,4) .

d: y—5=?(x—2)<:>4x—y—3=0

2. Ecuatii ale dreptei in plan determinatd de un punct si pantd

d - dreapta, un punct M (x,, yo) € d si m panta dreptei.

Ne propunem sa gasim relatia pe care trebuie sa o indeplineascd
coordonatele oricarui alt punct M(x, y) astfel incdt acesta sd fie pe dreapta
d.

FieM (x,y) € d.
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fn aceste conditii vom avea: m =220 — 5, v, =m(x—x,).(1)
X=X,

Deci, dreapta d este multimea punctelor M(x, y) care satisfac relatia

Y=Yy =m(x—x,).

Spunem ca dreapta d are ecuatia d: y —y, = m(x — x,).

Ex. Scrieti ecuatia dreptei d stiind ca punctul A(2,3) se gaseste pe dreapta si
are panta 4.
d:y-3=4(x-2)<4x-y-5=0(ec. carteziand).

1. Retinem ca y = mx este ecuatia unei drepte care trece prin origine.
2. Pentru m = 1 se obtine y = x care este ecuatia primei bisectoare.
3. Pentru m = -1 se obtine y = -x ecuatia celei de doua bisectoare.

3. Ecuatii ale dreptei in plan determinata _de doud puncte.
Fied: y—y, = m(x—x,). Fie A (x1,y1), B (x2,y2) ed.

Deci, panta dreptei ce trece prin punctele A,B va avea forma: m =22~V

X, =X
Inlocuind in ecuatia dreptei (1) se va obtine ecuatia dreptei ce trece prin
punctele A, B ca avand forma:

Y-y, = R Enbd W X))o Y=V _ Y27V _ec. dreptei ce trece prin
X, =X, X—x, X,-X
punctele A,B.

Ex. Scrieti ec. dreptei ce trece prin punctele A(1,2) si B(3,4)
d: y—y, =m(x—x;).< y—1=m(x - 2). Calculdm
- 4-1 3
m, s =Ya _4-1_3
X—-x, 3-1 2

Se obtine ecuatia dreptei: y _1:§(x_2) &3x—2y—-4=0
2

Lungimea unui segment, mijlocul unui segment

1. Sa se calculeze lungimea segmentului determinat de punctele A(2,3) si
B(5,-1).

2. S se calculeze distanta de la punctul A(-6,8) la originea reperului
cartezian xOy .
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3. S se calculeze aria triunghiului echilateral ABC stiind cd A(-1,1) si B(3,-
2).

4. Sa se determine coordonatele mijlocului segmentului 4B, stiind ca 4(35,-4)
si B(-3,6).

5. In reperul cartezian xOy se considera punctele 4(3,0) si B(5,-2) . Si se
determine coordonatele mijlocului segmentului 4B.

6. Sa se determine coordonatele punctului M care apartine dreptei AB si este
egal departat de punctele A(7,-1) si B(3, - 3).

7. In reperul cartezian xOy se considera punctele 4(2,1) si B(4,-3) . Si se
determine coordonatele punctului M, mijlocul segmentului 4B .

8. In reperul cartezian xOy se considera punctele 4(2,0) si B(m’ -1,0), cu
m€ER . Sa se determine valorile reale ale lui m astfel incat punctul C(5,0) sa
fie mijlocul segmentului 4B.

9. Sa se determine coordonatele punctului C, simetricul punctului 4(5,4) fata
de punctul B(-2,1).

10. Sa se determine coordonatele simetricului punctului 4(2,- 4) fata de
punctul B(1, -2).

11. in reperul cartezian xOy se considera punctele A(5,-1) si B(3,1). Sa se
determine coordonatele simetricului punctului 4 fatd de punctul B.

12. Sa se determine coordonatele simetricului punctului 4 fata de punctul M,
mijlocul segmentului BC, stiind ca A(3,0), B(0,2) si C(3;2).

13. in reperul cartezian xOy se considerd punctul N, simetricul punctului
M(—2,3) fata de punctul O. Sa se calculeze lungimea segmentului MN .

14. Sa se determine numerele reale a, stiind ca lungimea segmentului
determinat de punctele A(-7,2) si B(4 - a, 4 + a) este egala cu 5.

15. Sa se determine distanta dintre punctele A(3, -1) si B(-1,2).

16. In reperul cartezian xOy se considerd punctele A(2, -1), B(-2, 2). Sa se
determine distanta dintre punctele 4 si B.

17. in reperul cartezian xOy se considerd punctul M(2,m) , unde m este un
numadr real. Sa se determine numerele reale m pentru care OM = \/g .

18. Sa se determine mER pentru care distanta dintre punctele A(2,m) si
B(—m,—2) este egald cu 42

19. in reperul cartezian xOy se considerd punctele 4(2,3), B(1,5) si C(4,2).
Sa se calculeze distanta de la punctul 4 la mijlocul segmentului BC.

20. in reperul cartezian xOy se considerd punctele A(-1,-2), B(1,2) si C(2, -
1). Sa se calculeze distanta de la punctul C la mijlocul segmentului AB.

21. in reperul cartezian xOy se considera punctele A(5.- 4) si B(0,8) . Si se
calculeze lungimea segmentului 4M, unde M este mijlocul segmentului 4B .

22. In reperul cartezian xOy se considera punctele 4(1, 1), B(-1,0) si C(3;-4).
Sa se determine lungimea segmentului AM , unde M este mijlocul lui (BC).
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23. in reperul cartezian xOy se considera punctele 4(2,4), B(1,1) si C(3, -1).
Sa se determine lungimea medianei duse din varful 4 al triunghiului ABC.
24. Sa se determine lungimea medianei duse din varful 4 al triunghiului
ABC, stiind ca varfurile acestuia sunt A4(0,4), B(-2,0) si C(8,0).

25. In reperul cartezian xOy se considera punctele A(1,2), B(3,2) si C(3,-1).
Sa se calculeze perimetrul triunghiului ABC.

26. Sa se determine valorile reale ale numarului a, stiind cé distanta dintre
punctele 4(2,1) si B(7,a) este egalad cu 3.

27. Sa se determine coordonatele punctului de intersectie a dreptelor de
ecuatiix +3y-/1=0s13x+ 2y +4 =0.

28. Sa se calculeze distanta de la O(0,0) la punctul de intersectie a dreptelor
di:2x-y-2=0sidy x + 3y-8=0.

29. Sa se demonstreze ca patrulaterul MNPQ cu varfurile M (2;0) , N (6;4) ,
P(4;6) si O(0;2) este dreptunghi.

Ecuatia dreptei prin punct si pantd, ecuatia dreptei prin doud puncte

1. Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctul 4(7,/)si are panta
egaldcu /.

2. Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctul A(7,-2) si are panta
egala cu 2.

3. Sé se determine ecuatia dreptei ce trece prin punctele 4(2,-1) si B(1, -2).
4. Sa se determine ecuatia dreptei ce trece prin punctele A(2,-3) si B(-3, 2).
5. Sa se determine ecuatia dreptei ce trece prin punctele 4(4,0) si B(0, 2).

6. Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctele A(2,1) si B(1,-2).
7. Sa se determine ecuatia dreptei care trece prin punctul A4(3,0) si
intersecteazd axa Oy in punctul de ordonata 4.

8. In reperul cartezian xOy , se considera punctele 4(3,2) , B(2,3) si M
mijlocul segmentului AB. Sa se determine ecuatia dreptei OM .

9. n reperul cartezian xOy se considerd punctele M(1,2) si N(2, 1). Si se
determine ecuatia dreptei MN.

10. Sa se determine numarul real m pentru care punctul 4(2,3) se afla pe
dreaptad : 2x-y + m = 0.

11. In reperul cartezian xOy se considerd punctul A(m’ ,m) si dreapta de
ecuatie d - x + y + m = 0. S se determine valorile reale ale lui m pentru
care punctul 4 apartine dreptei d.

12. Sa se determine a, b€R, stiind cd punctele A(a,b) si B(a —1,4) apartin
dreptei de ecuatiex +y—5=0.

13. Sa se determine numerele reale m si n pentru care punctele A(3, -1) si
B(1,1) se afla pe dreapta de ecuatie x +my +n = 0.
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14. In reperul cartezian xOy se considerd punctele A(1,1), B(2,3) si C(3, m).
Sa se determine numarul real m pentru care punctele 4, B si C sunt coliniare.
15. Sa se determine valorile reale ale lui m astfel incat punctele A(1,3),
B(2,5) si C(3,m) sa fie coliniare.

16. Sa se determine numarul real m pentru care punctele 4(2,4), B(3,3) si
C(m,5) sunt coliniare.

17. in reperul cartezian xOy se considerd punctele 4(2,-1), B(-2,a), a<R. Si
se determine numarul real a astfel incat dreapta AB sd contind punctul
0(0,0).

18. in reperul cartezian xOy se considerd punctele A(7,2), B(5,6) si C(-1,1).
Sa se determine ecuatia medianei duse din varful C al triunghiului ABC.

Conditii de paralelism i perpendicularism.

1. Sa se determine numarul real a, stiind ca dreptele 2x -y + 3 = 0 si ax +

2y + 5 = 0 sunt paralele.

2. Sa se determine ecuatia dreptei care contine punctul 4(7,1) si este paralela

cudreapta 4x + 2y + 5 = 0.

3. In reperul cartezian xOy se considera punctele A(7,2), B(-1, 1), C(3,5) si

D(5,a), aeR. Sa se determine a, stiind ca AB // CD.

4. In reperul cartezian xOy se considerd punctele A(-1,-1), B(0,1),C(1,1) si

D(2,3). Sa se demonstreze ca dreptele 4B si CD sunt paralele.

5. Sé se determine m R pentru care dreptele d; - - 2x -my + 3 =0sid, -

mx +y -5 = 0 sunt paralele.

6. Se considera dreptele distincte d; : ax +2 y=2sid, :8x +ay =4 . Sad se

determine valorile parametrului real a astfel incat dreptele d; si d, sa fie

paralele.

7. Sa se determine ecuatia dreptei care contine punctul A(2;5) si este paraleld

cu dreapta de ecuatiex +y-2=0

8. In reperul cartezian xOy se considera punctele A(-1, -1), B(2,3) si C(3,1).

Sa se determine coordonatele punctului D astfel incat patrulaterul ABCD sa

fie paralelogram.

9. in reperul cartezian xOy se considera punctele A(-1,-1), B(1,1) si C(0, -2).

Sé se demonstreze ca triunghiul ABC este dreptunghic in A.

10. In reperul cartezian xOyp se considera punctele A(2,1)si B(3,0).

Determinati ecuatia dreptei d care trece prin mijlocul segmentului AO si este

paralela cu dreapta 4B. (Model, Bacalaureat, 2018)

11. In reperul cartezian xOyp se considera punctele A(0,6)si B(8,0).

Determinati lungimea medianei din varful O in triunghiul AOB .
(Bacalaureat, varianta 5, 2018)
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12. Determinati parametrul real m, stiind ca A(2,2m-1) este situat pe dreapta
de ecuatie x+y - 7=0. (Simulare, Decembrie, lasi, 2016)
13. In reperul cartezian xOy se considerd punctele A(1,4), B(-3,2) si C(5,2).
Calculati lungimea medianei din varful 4 al triunghiului ABC.

(Simulare, Martie, 2015)
14. in reperul cartezian xOy se considerd punctele A(5,6), B(2,6) si C(5,2).
Aratati ca triunghiul 4BC este dreptunghic. (Bacalaureat, 2014)
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Cap. III. ELEMENTE DE ALGEBRA SUPERIOARA

3.1. Matrici

Operatii cu matrici, puterile unei matrici (determinarea A% A®)

1.Fie 4= 2,B=1 -1
3 2 2 =2

Calculati A+ B;A—B;2A+3B;A-B;A*;B* — A.

. 121 21 -1
2.Fe , 131 ole=l3 2 1|
123 42 0

Calculati A+ B;2A+3B;A-B;A;B> — 4.
3. 54 se rezolve ecuatia matriceald 2 y + (1 3} _ (9 - IJ.

7 5 3 5
2 46 4 0 2
4. Sa se rezolve ecuatia matriceala ox+l1 3 5l=l9 -1 5/

9 8 7, {1 4 3

5. Sa se determine Xx,y€ R pentru care are loc

x2 y2 3 4 9
2x+1 y—1) |5 -4

1 0
6. Se considerd matricele 4 = 3 4 B = I2 sil , = .
23 1 1 0 1

a) Si se calculeze matricea B°, unde B> = B- B.

3 -4
b) Si se verifice cd A~ = )
-2 3

c)Sasearatecd C* =6*-1,,unde C=B>+A4"'siC*'=C-C-C-C.

7. Se considerd matricele 4 — L2 B= 4 -2 si 1, = 10 in
2 4] (-2 1 0 1

M, (R).
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a) Si se verifice ci AB = BA.
b) Si se calculeze A> + B*>,unde A> = A- A.si B> =B-B.
¢) Sise arate caC* =5* 1,,unde C=A+Bsic*=C-Cc-C-C.

S . 11 I -1y . 00
8. Se considerd matricele 4 = ,B = $i 0, = .
11 1 -1 0 0

a) S se calculeze A, unde A% = 4- A..
b) Sa se verifice cd AB—-2B =0,.
¢) Sa se determine matricele X € M, (R) care verifica egalitatea AXB = O, .

3.2. Determinanti

Calculul determinantilor de ordin 2 si 3; proprietati

1 6
1. Calculati determinantii de ordin 2: a) 3 11 ;b) b2 ;) .
3 12 -9 3 3 17
2 1 6 1 11
2. Calculati determinantii de ordinul 3: a) | 3 2/, b) |4 3 2|,
0 0 1 16 9 4
2 2 6 1 1 1
Do 1 7D 3 2

0 0 1 1 9 4
3. Fie a si b solutiile ecuatiei x> + x - 2011 = 0. S& se calculeze

. b
determinantul .
2a+1 6b-1
x 01 x 0 1
4. Sa se rezolve ecuatiile: a) |, s | =0,b) |, || =0.
1 01 1 0 1

5. Sa se scrie ecuatia dreptei AB sub forma de determinant si sub forma
carteziana generald, daca:

a) A(1,3); B(-2,5); b) A2, -3); B(-1,5); ¢) A(2,0); B(0, 3).
6. Precizati care dintre punctele: A, B, C sunt coliniare, in cazurile:
a) A(-2,5), B(2,3), C(-1,4); b) A (1,1),B(3,3), C(5,5);
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C) A( - 392)9 B(1,2), C(852)9 d) A(l’s)a B( - 2,0), C(294)9
e) A( - 472)5 B( - 251)9 C( 390)9 f) A(la '1)5 B(I,S), C(29 - 3)’
2) A(1,2), B(2,3), C( 5.5).
7. Calculati aria triunghiului ABC, in cazurile: a) A(2,1), B(1,5), C( -2,4); b)
A(1,1), B(2,2),C(3,4);

C)A(352)5 B(674)7 C(9910)7 d) A( 27 - 3)9 B( _17 0)’ C( 391)7 C) A(693)9 B(
2,1),C(-4,-2).
8. Se considera matricea , _ (2 3 J

1 -2

a) Si se calculeze det(A).
b) Si se demonstreze cd A> =7 A, unde A° = A-A- A.

c) Sa se demonstreze cd A-B=A, unde B= A" —61,5i A =A-4
9. In multimea M, (R) se considerd matricele 4 = ( j ( j

si X(a)=1,+ad,unde aeR.
a) Sd se demonstreze cd 4> =84.

detX(a).
X(a)- X(b)= X(a+b+8ab) VabeR

b) Sa se calculeze

¢) Sa se domonstreze ca

10. In multimea M, (R) se considera matricele 4 :(4 2} I,= [1 OJ si
4

2 0 1
00
0, = :
o o

a) Si se calculeze det(/l2 ), unde A% = A- A.

b) Sa se demonstreze cad 43 — 23[14 13J,unde AP =47 A
13 14
¢) S se demonstreze cd matricea A verifica egalitatea 4° —84+121, = 0, .
11. In multimea M , (R) se considerd matricele =l o _42 :; ,
-2 -2 4

-2 -2 -2)
B=l_o _o _o|H C=4+8B.

-2 -2 =2

a) Sa se calculeze det (4B).
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b) Sa se demonstreze ca A" =64 si B’ = =68 unde A*=A4-A.
¢) Sa se demonstreze ¢ C> = 62(A+B), unde C*=C-C-C.

3.3. Matrici inversabile

1 1 1
1. Se considera matricele x=[2lr=| 2% L=|0 . Definim
3 0

S = O

0
0
-3 1
matricele A=X-Y'si B(a)=ad+1,,unde a € Rsi Y'este transpusa
matricei Y.
1 2 -3
a) Sa se arate ca matricea =12 4 —¢/|
36 -9
b) Sa se calculeze determinantul matricei 4.
c) Sase arate cd matricea B(a) este inversabila, VaeR\ {l}
4

111 1 00 01 1
2. Se considerd matricele , _| o | | L=[010 sip_lo 0 1
0 01 0 01 000
din M, (R).Pentru VX € M,(R) senoteazicu X° = X - X.
a) Sé se verifice cd 4 =1, + B. b) Sa se calculeze suma 4> + B>,
) Si se calculeze inversa matricei 4°

3. Se considera mulfimea ; _ {A _ [a +b b J

abeZ,a* =1}
-b a-b
< . < . 1 0) . . 00
a) Sa se verifice dacd matricele I, = si respectiv(, =
0 1 0 0

apartin multimii G.
b) Sa se determine matricea BeM,(Z)astfel incat

arb b =al,+bB, VYa,beZ.
-b a-b
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¢) Sa se demonstreze ca inversa oricarei matrice din G este tot o matrice din
G.
311 0 3 4 1 00
A=|0 3 1/B=[0 0 3| I,=[0 1 ©
00 3 0 00 0 0 1
functia [ M, (R)—> M,(R)> f(X)= X2 -3X+1,, unde X2 = X - X.
a) Sa se calculeze det(13 + 3)_

4. Se considera matricele

b) S se demonstreze ¢ f(4)=1, + B.
¢) Sé se arate ¢ (f(4))’ =1, +3B+3B%, unde ( f(A))3 = f(A)- f(4)- f(A).

5. Se considera matricele 4 _ (1 51 1, [ Oj
1 - 1
a) Sa se verifice ¢ A°,=21,,unde 4* =

b) Sa se determine x e R astfel incat det(A —xl 2) =0.
c) Sa se rezolve in M ,(R)ecuatia AX = XA.

3.4. Sisteme de ecuatii

mx+y+z=m"-3

1. Se considera sistemul unde m este un parametru real.

Sx=2y+z=-2
(m+Dx+2y+3z=-2
m 1 1
a) Sa se determine m € R, stiindca | 5 _o 1l=_q2.
m+1 2 3

b) Sé se determine 1 € R astfel incat sistemul si admita solutia (1;2;—3).

¢) Pentru m = -1 s se rezolve sistemul de ecuatii.

—2y+3z=-3

2. Se considera sistemul de ecuatii unde m este un parametru real.

2x+y+z=4
mx—y+4z=1
a) Sa se determine m € R, astfel incat solutia sistemului sa fie (2;1;—1).
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-2 3

1 1l=m

unde me R.

< . |1
b) Sa se rezolve ecuatia
2 —3m,

2
m -1 4
¢) Pentru m = -5 sa se rezolve sistemul de ecuatii.

3.5. Legi de compozitie

Proprietatile legilor de compozitie, reguli de calcul

Parte stabila: (V)x,y e G=x *ye G

Asociativitate: (x *y) *z=x *(y *2),(V)Xx,y,z€ G

Comutativitate: x *y=y *x,(V)x,y,z € G

Element neutru: (3) e € G asa incat x * e =e * x = x, pentru orice X € G
Element simetrizabil: (3) x' € G asa incat x * x'=Xx'* x = e, pentru orice X
eG

Exercitii propuse spre rezolvare:

1. Pe multimea numerelor reale definim operatia xoy=xy+4x+4y+12,
pentru orice x,y €R.

1) Calculati 10 (-4)03 Stiind ca operatia ,,© ” este asociativa.

2) Sa se verifice ¢d xo y = (x+4)(y +4)—4 pentru orice x,y €R.

3) Determinati elementul neutru al legii "o " pentru orice x €(-4, +o0).

4) Determinati elementul simetrizabil al legii " o " pentru orice x €(-4, +©).
5) Determinati simetricul elementului 7.

6) Sd se calculeze xo(-4).

7) Stiind ca operatia ,, o ” este asociativa, sa se calculeze:

(—20012 )o(—2011)0...0201102012.

8) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia xox =4.

9) Sa se determine ¢ e Z cu proprietatea Xoa = a , oricare ar fixeZ.

10) Sa se demonstreze ca pentru orice x,y €(-4, + o) rezulta cd x o ye(-4,+0).

2. Pe multimea numerelor reale definim operatia pentru
xoy=2xy—6x—6y+21 pentru orice x,y €R.

1) Calculati 20304 Stiind cé operatia ,,© ” este asociativa.

2) Sa se verifice ¢d xo y =2(x-3)(y—3)+3 pentru orice x,y €R.

3) Determinati elementul neutru al legii "o " pentru orice x €(3, +©).

4) Determinati elementul simetrizabil al legii "o " pentru orice x €(3, +o0).
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5) Determinati simetricul elementului 5.

6) Sa se calculeze x.3.

7) Stiind ci operatia ,, © > este asociativa, si se calculeze: 1o+/2 0+/3 0...04/2012.
8) Sa se rezolve, in mul{imea numerelor reale, ecuatia xox=11.

9) Sa se demonstreze ca pentru orice x,y (3, + o) rezultd ca x oy € (3, +).

3.6. Clase de resturi

1. Sa se calculeze suma elementelor multimilor: Z, ,Zs ,Z4,Zs.

2. Sa se calculeze produsul 1.2:3-...-7 in Zs , Zg.
3. Si se rezolve ecuatia 2-% =0 in 73, 24, Zs
4. Sa se rezolve ecuatia X° + % = 0 in 7,,7;

5. Se considera functiile f,g:Zs— Zs, f(x)= x*+x si g(x)= x*+ é X + a, unde

ae Z3'

a) Si se calculeze (0 ) + f(1)

A

b) Si se determine valorile lui x pentru care f(x)= 0

¢) Sa se arate ca f(f)) + f(i) +f(i) = g(ﬁ) + g(i)Jr g(i), pentru orice

an3,

3.7. Inele de polinoame cu coeficienti intregi,

rationali, reali

Forma algebrica a unui polinom.
1. S& se scrie sub forma algebrici polinomul: = (X_l)z +(3X—1)2 ,

feR[X].

Gradul unui polinom.
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2. Sa se determine in functie de parametrul real m, gradul polinoamului
JERIX]: f=(m=1)X"+(m* =1)X* =3X +1

Egalitatea polinoamelor

3. Se considera polinoamele: f = (4a +b)X3 + (a _b)X2 +(c —3) , feR[X]
sig= (2a —b)X3 -2X? +(a —c) , geR[X]. Sa se determine a,b,ceR astfel
incat f=g.

Valoarea numerica a unui polinom

4. Si se calculeze valoarea f (a) a polinomului f in cazurile:
f=2X-4X*+X-3,a=2sia=1

5. Fie polinomul feZ; [X], f=X>+2X*+ X +3. Calculati produsul
F(0)-1(1)-1(2)-1(3)7(4) 1 ()

6. Fie polinomul f€Z; [X], f = 2X%+2X. sase caleuleze in Zs suma
F(O)+ 1(1)+ 1(2)+ 1(3) 7 (3)

7. Se considera polinomul feR/X], f =X’ - X*+aX +b . Sa se determine
a, bstiind ca f(1)=0si f(-1) = - 4.

8. Sd se determine polinomul feR/X], grad f = 1, stiind ca:
f(—l):&f(Z):—l.

9. Sa se determine polinomul feR/X], grad f= 2, stiind ca: f(1) =0, f(0) = 1,
f(2)=5.

Adunarea, sciderea a doud polinoame. Inmultirea cu un scalar a unui
polinom. Inmultirea a doua polinoame.

10. Se considerd polinoamele f,geZ[X], f=3X’+4X*>+3X+2 si
g=X*+2X.

a) Sa se calculeze £(1)- g(0).

b) Sé se verifice cd f=(3X +3)-g+2X +2.

imp{lrgirea polinoamelor. Teorema impirtirii cu rest a polinoamelor
11. Sa se determine catul si restul impartirii polinomului f'la g in cazurile:
a) FRXfm2i8 4 =3 gmi-2

b)fmit 4l =gX—-F gmi-1

) FmA¥+ 3 ¥ —4X =1 gmX+3

Q) f.E¥+FES -8 +4 gmX+1

o) fm2X¥ -2 4 ¥ —1 gm2X =1
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Hfmib+ X -6X+8 gumi+2

12. Sa se determine cétul si restul impdrtirii polinomului fla g, f.g @ £IX],
in cazurile:

) f= X -5 +a¥ -5 gmil+2

) FmXt X 44K =0 =7 gmA¥-K-1

) fmi¥ 3 P =t m]l omX¥-2X+3
d)fmi*+8Xf -0+ 5, gmX¥+34+2

) f A8+ 7AF =88 +4 gmif=qX+1

13. Calculati catul si restul impartirii polinomului f la g in urmatoarele
cazuri:

a) f=2X°+3X +4X+1si g=4X"+X*+2, f,g € Z,J[X]

b) f=3X*+2X°+X>+3si g=2X>+X+2, f.geZ,[X]

14. Determinati m, numar real, astfel incat polinomul feR/X], f = X’ + mX°
-2X° + (m+1)X + m - I si dea restul 5 la impartirea cu X-2.

15. Fie polinoamele f gecz [X], f=6X'+2X +5X>+mX+n i
g= 5x%+ 2X +4. Si se determine parametrii m,n e Z, astfel Incat prin
impdrtirea polinomului / la polinomul g s se obtind restul »=2X +3.

16. Sa se determine polinomul cu coeficienti rationali, de grad minim, care
impartit la X >+ X —2 di restul 2X +13 si impartit la X - X +2 da
restul 2X -3

17. Determinati a,b €Q astfel incat polinomul f= X* - 3X> + aX + b impartit
la polinomul g= X* - 5X + 4 si dea restul r = 5X +13.

18. Fie polinoamele £,geR/X], f=X' +aX’ + bX - 6X-4sig =X -X- 2,
a,beR. Sa se determine a §i b astfel incat polinomul f impartit la polinomul
g sd dea restul zero.

19. Fie polinoamele fgeR/X], f[=X'"+3X"* - X’ + X + I sig = X - 1.
Determinati restul impartirii polinomului £ la polinomul g.

20. Un polinom f e Z,[X] impértit la polinomul g =X 2 4+ 3da restul

r=3X +4. Calculati f(i) .
21. Se considera polinomul f=X"-X’+aX*+bX +c, unde
a,b,ceR.
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a) Pentru a=c=1 si b=-1 sd se determine catul si restul impartirii
polinomului f la X2 +1.

b) Sa se determine numerele a, b, ¢ stiind ca restul impartirii polinomului f
la X*+1 este X, iar restul Impartirii polinomului f la X —1 este — 1.

22. Se considerd polinomul feR/X], f= (X+1)"" + (X-1)**", care are forma
algebrica =@ X % + @y, X + .+ a X +ay, unde
Aoy QyseeeyAogpg € R

a) Sa se calculeze f(-1)+f(1).
b) Sa se determine suma coeficientilor polinomului f.

¢) Si se determine restul impértirii polinomului f la X > —1.

23. Se considera polinomul f=X*- X° + aX’ + bX + c unde a,b,c €R.

a) Pentru a =c=1 si b=—-1 si se determine catul si restul impartirii
polinomului £ la X* +1.

b) Sa se determine numerele a, b, ¢ stiind ca restul impartirii polinomului f

la X* +1 este X, iar restul Tmpartirii polinomului fla X — 1 este — 1.

impirtirea polinoamelor. Schema lui Horner
24. Sa se determine catul si restul impartirii polinomului £ = X’ +2X% +3X +1

prin binomul X —2.
25. Se considerd polinoamele f = (X +1)*? + (X -1)*" si g = X +1. Polinomul f

are forma algebricd f = a,,, X**" + a,, X" +..+a,X +a,, cu
Ay, Qyse.yyyy, €R.

a) Sa se determine a,
b) Sa se calculeze restul impartirii polinomului f* la polinomul g.
¢) Sa se calculeze suma coeficientilor polinomului f.

Radacina unui polinom.
26. Sa se determine m € R pentru care polinomul
f=mX?-3X?+2X +m—3 are radécina 2.

27. Se considerd polinomul feR/X], f = X *+mX? +n, unde

m,n € R. Sisedetermine m,n € R stiind ci polinomul fadmite
radacinile x, =0 si x, =1.

28. In multimea R[X] se considerd polinoamele f = X*+ X*+ X%+ X +1 si
g=X"-X-1.
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a) Sa se determine catul si restul impartirii polinomului f la polinomul g.
b) Sa se arate ca dacd y este radacind a polinomului g, atunci y* =2y +1.
o) Sa se demonstreze ca daca y este radacind a polinomului g, atunci f(y)

nu este numar rational.
Divizibilitatea polinoamelor. Teorema lui Bezout

29. Se considera polinomul /= X*-2X?+1, cu f e R[X].Sa se arate ci
polinomul feste divizibil cu g = X2 1.

30. Fie polinomul f = X° —3X* +6X —4cu f e R[.X]. Aratai ca
fiX-1).

31. Determinati m, numar real, astfel incat polinomul f € R[X].,f=X +
(2m - 1) X° - (m+1) X + 3m + I sa fie divizibil cu X + 3.

32. Si se determine m € R pentru care polinomul

f=X’-(m+2)X* +(2m—-3)X +1 se divide prin X —1.

33. Se considerd polinomul f = X*+aX>-X -1, unde a € Z .

a) Sa se determine « stiind ca x=1 este radacind a polinomului f.

b) Pentru a=1 si se determine radacinile reale ale polinomului /.

34. Se considerd polinoamele f,geR[X], f=(X-1)""+(X-2)"si
g=X"-3X+2.

a) Sa se descompuna polinomul g in produs de factori ireductibili in R[X].

b) Sa se demonstreze ca polinomul fnu este divizibil cu polinomul g.
¢) Sa se determine restul impartirii polinomului /* la polinomul g.

Descompunerea polinoamelor in factori ireductibili

35. Se considera polinoamele cu coeficienti rationali f = X* +aX* +bX*-5X +6
sig=X+X-2.
a) Sd se determine q,be O, astfel incat polinomul f sd fie divizibil cu

polinomul g.

b) Pentrua = - 3 §i b = [ s se descompuna polinomul f'In produs de factori
ireductibili In Q[X].

c) Si se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 3** —3*" +3* —5+6-3~ =0.
36. Se¢ considerd polinomul f=mX?*+11X*+7X+m care are coeficienti

reali.
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a) Si se determine m € R astfel incat polinomul f si fie divizibil cu
polinomul g = X - 1.

b) Pentru m =- 9 sa se descompund polinomul f in produs de factori
ireductibili in R/X].

37. Se considerd polinomul /= X*-12X%+35e R[X].

a) Sasearate cd f=(X>—-6)—1.

b) Sa se demonstreze ca polinomul fnu are radacini intregi.

¢) Sa se descompuna polinomul f* 1n produs de factori ireductibili in R[ X ].

Relatiile lui Viete

1. Sa se calculeze suma radacinilor polinomului feR/X] in cazurile:
a)f=X>+2X+3 b)f=X+X+1 ¢ f=X"-3X>+4X+5
d)f=3X*-9X>+6X>-5X+7 e) f=2X"-4X*+3X.

2. S se calculeze produsul radacinilor polinomului feR/X] in cazurile:
a)f=X*"-4X*+7 b)f=X+75-3X+4 ¢o)f=X-7X*+X-6
d)fE=2X-4X+X-6 ) f=X-6X*+11X-6

3. Sa se calculeze suma cuburilor radécinilor polinomului feR/X] in
cazurile:

a) f=2X° - 4X* + 3X b) f=2X° - 4X* + X ) f=X°-X?
d) =X +2X + 3.
4. Sa se determine meR pentru care radacinile polinomului

f =X +mX?* - X -3 sunt in progresie aritmetica.

5. Sa se determine meR pentru care rddacinile polinomului
f=X"-9X2+18X —m+1 sunt in progresie geometrica.

6. Sd se determine meR pentru care polinomul f=X°+X*-mX+3

admite o radacind dubla.
7. Fie polinomul f = X* — X + mX —1. Sa se determine m R pentru care

1
radacinile x,,x,,x, verificdrelaia x, +x, —x; = —.

2

8. Se considera polinomul f=X’-9X*>-X+9care are radacinile
X;,X,.X; €R.

a) Si se determine catul si restul impartirii polinomului f la X* —1.
b) Sé se verifice ¢d x; +x; +x] =9(x] +x; +x;)—18.

¢) Sa se rezolve in mulfimea numerelor reale ecuatia f(3*) =0.
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9. Se considerd polinomul f =mX>+11X*+7X +m care are coeficienti

reali. Pentru m=-9si se calculeze suma patratelor radacinilor
polinomului f.
10. Se considerd polinomul f =4X*+4mX> +(m* +7)X* +4mX +4,

unde m eR

a) Sa se determine m eR stiind cd x =1 este radacina a polinomului f.

b) Sa se determine m eR stiind cd suma radacinilor polinomului f este egala
cu0.

11. Se considera polinomul f=X’-2X*+aX+bh cu radacinile

X,,X,,X5, unde a,beR

a) Pentru a =/ si b=0 sa se determine x,x,,x;.

b) Stiind cd x; + xJ +x; =2, sisearatecia = /.

¢) Stiind cd f = (X —x)(X —x3)(X —x;), sd se determine numerele reale

asib.

12. Se considera polinomul = X° + X* + 4X + 4.

a) Aratati ca f(-1) = 0.

b) Determinati catul si restul impartirii polinomului f la polinomul

X +3X+2.

¢) Demonstrati cd i+i+i+ ! + ! + U _ 3, x, xsix; sunt
X, X, X3 XX, X,X;  X3X 4

radacinile polinomului f.

Model, Bacalaureat, 2016
13. Se considera polinomul f=X° - 2 X - 2X + 1.
a) Aratati ca f(1) = -2.
b) Determinati catul si restul impartirii polinomului /' la polinomul X +1.
¢) Demonstrati ca (xz +x, )(x3 +x, )(xl +x2): 3, X5, X3 si x; sunt radacinile

polinomului f.
Bacalaureat, 2016, varianta 8
14. Se considera polinomul f=X° + 5 X° - 4.
a) Aratati ca f(1) = 2.
b) Determinati catul si restul impartirii polinomului f/ la polinomul X +/.

X, + X5 +X3 + X, +x1 +X,

¢) Demonstrati ca =_3, X;, X sl x; sunt

X Xy X3

radacinile polinomului f.

Bacalaureat, 2016, varianta 9
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15. Se considera polinomul f=X° - 3 X’ - 6X + 8.
a) Aratati ca f(2) = -8.
b) Determinati catul si restul impartirii polinomului f 1a polinomul X -/.
¢) Demonstrati ca (x, +1) +(x, +1)° +(x, +1)* =30, x. x> si x3 sunt
radacinile polinomului f.
Model, Bacalaureat, 2017
16. Se considera polinomul f=2X° + 3 X* - X - 2.
a) Aratati ca f(1) = 2.
b) Determinati catul si restul impartirii polinomului /" la polinomul X +/.

Bacalaureat, 2017, varianta 9
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Cap. IV. ELEMENTE DE ANALIZA

4.1. Limitele functiilor elementare, operatii cu limite

1. Determinati limitele functiilor urmatoare:
) lim(3x" —4x+1) lim (3x® —4x+1) lim(3x* —4x+1)
X X—>—00 X—>00
cox?=3x4l 2 3x4d _oxP=3x+1 . xP=3x+1
lim———— lim=——— im > im
3) =2 x+4 oe2x’—x43 ) o 5x7 42w 5y 44

lim+/2x -1 lim~/3x +1 lim ¥-2x* +x—1

4) x—3 xX—>0 X—>—0

(2. T2v 43 X
lims* lim| = lim 3" lim 3 im = lim—
5) pare x—3\ 7 X—>—0 x>0\ § x—0 3¥ 4 4% x>0 ¥
limlg x limlog, x limlog, x limlog, x
6 x—0 x—=0 — X—®© - x—0
x>0 x>0 3 2 x>0
limsinx  limsinx  lim cos x limcosx lim #gx
T)xnZ oz N PN PN
2 4 3 4 3
; i limarcsinx | i
lim 7gx limerge 1M hr\r} arcsinx
X X—>— P
4 4 2
lim arccos x lir% arccosx Xlif% arcigx lim arcigx
Rney x‘)T
1Y . LN et —1
lim| 1+— hm(l +sin X)x lim In(l+5%)  ji
8) ¥ 2x ¥0 =0 x >0 3x
2 . sin4x . arcsin 5x
lim w lim—— lim @ lim ———
x—0 X x>0 x x>0 2x x>0 X
i 2rctg3x lim arcctgx lim arcctgx
x>0 2x x~>\/§ x—-l
2. Determinati limitele functiilor urmétoare:
_h 2 2_4
D imGx+5" +1nx); 2) lim—22 05 3) im ¥ %
x>l o §x? _x =2 x—
.3 14+2+42% +...42°
4) lim ———:'5) Jim(sin x)(cos x) > 6) lim —
w0 ] 4 4 Hz( Ncos x) oo [+3+43% +..+3"
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3x

2x+1
D it oyt
xX—>0 x2+1+x xX—>0 x+1+ x+2 X—>00 x_|_1

x+1
2
10) lim| | FL |
ol { 4x7 + X

3. Calculati limitele urmatoarelor functii

. —7x2 — . X
a) lim X #3¥=5. ) jim x+1, ) th;
X—>—0 4X2 _1 X—>—0 |x_ | X—>00 X2 +4
d) lim __X ®) 1im In(x* +x) . f lim In(e™ +1) .
= [ 44 == [n(x* +2x) == Ine” +1)
2 3
g) hmxi—l; h) ji £ 73X+2
>l x? +3x+2 oyt —4x? +3
4.2. Asimptote

1. Determinati asimptotele urmatoarelor functii, In prealabil stabilind si
domeniul maxim de definitie a functiilor :

1). f:D—>R,f(x)=M 2). f:D>R, f(x)—i
X -5x+6
3). f:(—l;oo)—>R,f(x)_27 4). f:D>R, f(x)= ‘ ‘
+3x+2
5. f:D—>R, f(x)= x” =3 6). f(x) = x—/x* —x;

x—4
7). f:(0;00) > R, f(x)—ln

(determinati A.O. la +o0)

+e

4.3. Derivabilitate, derivatele functiilor elementare, operatii

de derivare

Cadru teoretic
Definitie: Fie f>D—R, , xyeD, D este un interval sau o reuniune de intervale.

1. Functia f'admite derivata in punctul x, €D daca |, / (x) =/ (x) existain R .
XX X=X,
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2) Se spune cd _f este derivabild in x, daca limf () =/ (x) exista in R

(existd si este finitd) si o notdm cu £ '(x,).

XXy X=X,

Definitie: Se spune cd functia f:D— R este derivabild pe D dacd este

derivabila in fiecare punct xeD.
Derivatele functiilor elementare

FUNCTIA DOMENIUL FUNCTIA'
DERIVATA DE COMPUSA | DERIVATA
DERIVABI-
LITATE
¢ (const.) 0 R
x" (neN’) nx""! R u'(neN) | nou"u
1 R* 1 u'
1 L Luzo) | -2
X X u u
’
N 1 0:) | Vus0)| _u
24x 2Ju
ex ex 9{ eu eu ’
a'0<a=#l1 a‘lna R a" a"-u'-lna
In x 1 (O;oo) Inu u'
X u
!
log, x 1 (0;00) log, u u
xlna ulna
Cos X R sinu cosu -u'
sin x
COS X - sin x R cosu -sinu -u’
1 cosx# 0 tgu (cos u'
tg x
£ cos’ x uz0) cos’ u
ctg x 1 sinx# 0 ctgu (sin u'
sin” x uz0) sin” u
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arcsin x 1 (-1;1) arcsin u u'
1—x? QM|S1) e
arccos x 1 (-1;1) arccos u u'
-\/1—x2 QM|S1) - 1— 42
arctg x 1 R arctgu u'
1+x° 1+u’

Operatii cu functii derivabile

Fie f,g:D—R doua functii derivabile pe D, atunci:
a) (fg)(x)=r" (x)g'(x) b) (1-8)(x)=1"(x) g (x)+f (x)-g'(x)
o) (c-g)'(x)=c-g'(x) . (V) cR

d) (fJ() { ()g(X)2 f(x)g '(X)} (g (x) 20)

g g’ (x)

Exercitii propuse spre rezolvare:
Sa se determine derivatele de ordin intéi pentru functiile f:D—R:

Da) fxy=tix b) f(x)=Inx—+/x
X
2) a) f(x) = sinx + cox X b) f(x) =x + sinx c) f(x) =x - cos x
d) f(x)=x>+tg x e) f(ix) =x’-ctg x f) f(x) = x* - arctg x
3) a) f(x) = (x+ 1) €* b) f(x) =x* -¢* ) f(x)=(x*-2x+ 1) -¢*
4)a)f(x)=(x*-x)-Inx  b)f(x)=(x*-x) - Inx ¢) f(x) =x - Inx
5)a)f(x)=x-sinx b)f(x)="+1)-sinx ¢)f(x)=(1-x%)-cosx
6) a) fx) = x+2 b) f)= 2x 13
7a) f(x)—x Py =2 0 o=t t2x3
x°+1 x+4
d) f(x):x +x+1
xt—x+2
1 x+1
8 - b =
)a) f(x) o ) f(x) N

9)3) f( ) lnx b) f(x):hl x+1)

X x+2
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Cadru teoretic
Ecuatia tangentei in punctul A(xo,f(xo)) la G¢
Definitie: Fie f: [a,b] — R, a <b o functie continui,

G, ={(x, f(x)} xe[a,b]}

Ecuatia tangenteiin 4 (x,, f (x,)) la curbi este dreapta de ecuatie

Y=>W =f'(x0)(x—x0)

Exemplu. Fie f: R>R f(x)=x-3x si x=4.
Verificam dacd functia f admite tangenta in punctul X, si in caz afirmativ
determinam ecuatia tangentei.

. -f4 . x?=3x-4 -
a) l1mf(x) f( ):hmx 3x = lim (x—Hx+1) =

=4 x—4 =4 x—4 =4 (x—4)

lim(x+1) =5

Deci, functia f admite tangenta la Gy in punctul x,=4 (limita raportului este
finitd).

b) Determinam ecuatia tangentei in punctul x,=4.

y=flx)=mx-x)

m =5 (de la punctul a)) si f(4) = 4. Deci ecuatia este y - 4 = 5(x-4)
sauy =5x-16saus5x-y-16=0.

Exercitii propuse spre rezolvare:
1. Sa se determine ecuatia tangentei la Gy In punctul specificat pentru

urmitoarele functii f : D — R:

2
- <
a). f(x)=3x" - 4x; x,=2 b) f(x)= {2x 3%, x < O,xo =0six; =2

5% =3x,x>0
) fx)=(x+1)€" xg=1 d)f(x)=x-Inx ,xo=¢€

9 1) =2 %=1
x+4
2. Fie functia ERR, fx)=x*1. Calculati 1y, / )=/ (1)

x—>1 x_l

Derivarea functiilor compuse

Teorema: Fie [J intervale si f:/—J, g:J—R doua functii. Daca f este
derivabila pe [ si g este derivabila pe J, atunci g-f este derivabila pe 7 si

(gof)=g'(f)-1
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Exemple rezolvate

1) [(x2+3)2] I:2~(x2+3)2’1~(x2+3) y=2~(x2+3)-2x=4x~(x2+3)
1,2
2x+1 ° 2x+1

2) [In@2x +1)] =ﬁ-(2x+l) =
X

Exercitii propuse. Derivati urmatoarele functii:

1) f(x)=+x+3 2) f(x)=\/m 3) fx) = x+l
x+4

4) f(x)=1In(x +3) 5) f(x)=In(x> +1) 6) f(x)=e"
T) f(x)=sin(x* —1)

Derivata de ordinul al doilea

Exemple rezolvate. Calculati derivata de ordinul al doilea pentru
urméatoarele functii

1) fR-R, f(x) = x*+3x%-2x + 4

Calculam derivata de ordinul intai :

f(x)=(x+3x> —2x+4)=3x"+3-2x—-2-1=3x" + 6x -2

Calculam derivata de ordinul al doilea :

") =(f(x))=0Bx>+6x-2)=3-2x+6-1=6x+6

Exercitii propuse.Calculati derivata de ordinul al doilea pentru urméatoarele
functii:

1) a) f(x) = 2x* - 7x +1 b) f(x) =3x> +2x* - 5x + 7
¢) f(x) =2x* - x> +5x% - 7x +9
2) a) f(x) = x + sinx b) f(x) =x - cos x
3)a) f(x) = (x+ 1) -¢* b) f(x) =x* -e*
4) a) f(x) = (x* - x) - Inx b) f(x) =x - Inx
) (=212 b) f(x)= 1
x+4 X
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4.4. Studiul functiilor cu ajutorul derivatei intii si doi

Rolul derivatei I in studiul functiilor (puncte de extrem, monotonia
functiilor)

Utilizand monotonia unei functii, putem stabili punctele de minim
sau maxim local pentru o functie derivabila. Un punct x, din interiorul
domeniului de definitie I (I un interval din IR) este un punct de minim local
daca avem situatia marcata in tabelul urmator:

X Xo
f'a) |------- 0 F——
f(x) J f(xo) 1

Daca avem situatia din tabelul de mai jos, punctul x,

din interiorul

domeniului de definitie I (I un interval din IR) este de maxim local:

X Xo
f'(x) |+t o  -------
f(x) i) f(x0) y

Exemple rezolvate

I) Stabiliti
FIR—IR fix)=x"+x".
Avem [ '(x)=3x"+2x. Din [ '(x)=0 = x,=- 2/3, x,=0 (puncte critice ale lui f).
Se concepe un tabel de semn, din care se obtine: f este strict crescatoare pe

(_ 00,— 2} U [0,+00) §i strict descrescatoare pe [_ 2 0} .
3 3

intervalele de monotonie pentru  functia

X -0 -2/3 0 +00
f'(x) ++++ 0 - - 0 4t
i | T 427 1 o 1 o

IT) Stabiliti intervalele de monotonie ale functiei f:IR/{-1}—IR, f(x)= x’ .
x+1
Avem ()= X+ 226 . Din f'(x)=0= x,=- 2, x,=0 (puncte critice ale lui f).
(x+1)
Se concepe un tabel de semn, din care se obtine: f este strict crescatoare pe
(-00, -2] U[0,+0) si strict descrescatoare pe (-2, -1) (-1, 0).

X -0 -2 -1 0 +00

f'(x) -+ 0 ---- /- 0 -+

fx) | -o 0 -4 N / N 0 T +00
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IIT) Stabiliti intervalele de monotonie ale functiei f>(0,+o0)—IR,
Inx
fx)=—-

Avem f,(x):x'-lnx—x~(lnx)':l—lznx' Din f 'x)=0 = Inx=1 = x=e

X
X 2 X
(punct critic al lui ).
Se concepe un tabel de semn, din care se obtine: f este strict crescdtoare pe
(0,¢] si strict descrescatoare pe (e, +o0).

X 0 e +00
f'(x) +HHt 0 -
f(x) 0 1/e { 0

Exercitii propuse

1. Aflati intervalele de monotonie, punctele de extrem si sa se completeze
tabelul de variatie al functiei:
1) fR-R, f(x) = 8x* - x* 2) fR-R, f(x) =x’ - 12x.

2% 4 DR, f(x)=x Inx
x+1

3) .R—R, f(_x) =

Rolul derivatei a Ila in studiul functiilor
(concavitate, convexitate, puncte de inflexiune)

O functie derivabila de doud ori este convexd sau concavd pe
aceleasi intervale pe care derivata a doua pastreaza semn constant.
Exercitii rezolvate

1) Fie f-IR—IR, f{x)=x+x".

Avem f "(x)=6x+2. Ecuatia f "(x)=0 are solutia x=-1/3. Se Intocmeste

tabelul de semn pentru /", care are forma:

X -0 -1/3 +00
f"(x) - 0 ot
f(x) A 2/27 ]

Deci f'este concava pe (_ 00,— 1} si convexa pe [_ 1 ’+Ooj .
3 3

D) Fie functia f:(0,+0) IR, f(x) =%
X
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Avem i gy - 2123 f//(x):O:>21nx—3:031nx:%:>x:e\/g'

%
X 0 e«/g +o0
f "(x) --—— 0 ++++
f (x) A 3 )
2eve

Deci f'este concava pe (0, ee J si convexa pe [e e,+oo).

Exercitii propuse
1. Aflati intervalele de convexiate / concavitate, punctele de inflexiune si sa
se completeze tabelul de convexitate al functiei:

1) fR-R, f(x) = 8x* - x%. 2) fR-R, f(x) =x’ - 12x.
3) fR-R, f(x) = x" - 4x>+6x>-4x+5. 4) fR-R, f(x)= 22"
x+1

5) f:D-R, f(x)=xInx

4.5. Primitive uzuale

Cadru teoretic

Definitie 1. Fie f>D— R, unde D este un interval. Functia f admite primitive
pe D daca exista functia F: D — R cu proprietitile:

a) F este derivabild pe D b) F'(x)=f(x), (V) x € D.

Primitiva generali sau integrala nedefinita sau antiderivata unei functii /'
este data prin:

J.f(x)dxz{F-i-c ‘F:D—)R primitiva a lui f;ceR}zF(x)+C, (Y)xe D

OBSERVATII

1. Orice functie continua pe un interval admite primitive pe acel interval.
2. Orice functie care admite primitive pe un interval are PROPRIETATEA
LUI DARBOUX pe acel interval

Exercitii propuse

1. Se considerd functia f:(0, +o9) >R, r(y)_ 3x” +1
Jx
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a) Determinati primitiva G:(0, +o)—>R, a functiei g:(0, +o0))—>R,

g(x) = M , al cdrei grafic contine punctul M(1,2).
x

b) Calculati j;, £() = F()  unde F este o primitivd a functiei /.
x—1 x—1

(Simulare, Decembrie 2017, lasi, profil tehnologic)
2. Se considera functia fFR—R, f(x) =x-e".
Determinati primitiva F:R—R a functiei f pentru care F(1)=0.

(Simulare, Martie 2018, lasi, profil tehnologic)

3. Se considera functia f-R—R, f{x)=x’+e"+2.
a) Sa se demonstreze ca functia admite primitive pe multimea R.

3
b) Sa se arate ca functia F:R—-R, F(x) — Y L 2yie* este o primitivd a
3

functiei fpe R.
(Simulare, lanuarie2017, Hunedoara, profil tehnologic)
4. Se considera functiile f:(0, +o0)) >R, f(x)=1+In x si F:(0, +0) >R, F(x) =
x-n x. Arétati ca F' este o primitiva a functiei f.
(Simulare, Martie 2017, lasi, profil tehnologic)
42 __ 2
x+4 g(x) x> +4
Determinati primitiva F:R—R a functiei f pentru care F(0)=1.
(Simulare, Decembrie 2015, lasi, profil tehnologic)
6. Se considera functiile f,g:(0, +o0)—=R definite prin f(x)=x-|l+ e"fj’ si

5. Se considera functiile fg:R—R, f(x) =

2

g(x)=%+ex~(x—l)-

a) Sa se arate ca functia f'admite primitive pe (0, +o0).
b) Sa se arate ca g este o primitiva a functiei f.

(Simulare, Decembrie 2015, Hunedoara, profil tehnologic)
7. Se considera functiile f,g:(0, +o0) =R, f(x) = Jx +Inx si 2(x) = @

S5x
a) Demonstrati ca functia f este o primitiva a functiei g.
b) Determinati primitiva G:(0, +o0)—R a functiei g cu proprietatea ca
G(l)=-1.
(Simulare, Decembrie 2014, lasi, profil tehnologic)

8. Fie functia f[R-R, ) _ X’ —4x-3,x<1

Inx ,x>1

a) Demonstrati cd f admite primitive pe multimea R.
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b) Aritati ci (xz + 4)~ f'(x)—2x- f(x)=4x" +2x—16, pentru orice
xe(-0,1).

(Simulare, Decembrie 2013, lasi, profil tehnologic)
9. Fie functia f,-R—R, f,(x)=x"-¢". Demonstrati ca orice primitivad a functiei
Jfa14€ste functie crescatoare pe multimea R.

(Simulare, Decembrie 2013, lasi, profil tehnologic)

10. Calculati:
a) Se considera functia £ : R — R definitd prin f(x) = xe".

1
Sé se determine I f(x)e " dx.
0

x2+2x+1
x*+1

b) Se considera functia f:R—>R, f(x)= . Sa se calculeze

j(xZ + l)f(x)dx

¢) Se considerd functia f:(0,+00) — R, f(x):x+l- Sd se determine
X

J' £ (x)dx, unde x>0.

3
X

x+1

. Sa se

d) Se considera functia f:[0,1] » Rdefinitd prin f(x)=

calculeze f(x+1)-f(x)dx, unde x<[0,1].

4.6. Integrala definita
1. Se considera functia />R —R, f(x) = xe".
2
a) Aratati ca J'& dx =e(e—1)-
X
1

b) Determinati primitiva F:R—R a functiei f pentru care F(1) = 0.

1
¢) Determinati numarul real a pentru care J‘ £ £ (x)dx= 1 o
2
0

Simulare 2018, Martie
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2. Se considera functiile f>(0,+o0) =R, f(x)=1 + In x i F:(0,+c) >R, F(x) =
x Inx.

a) Calculati J'( £(x)—Inx)dx-
1
b) Aratati ca F este o primitiva a functiei f-

c) Aratati ca jf(x)F(x)dx _ e
2
1

Simulare 2017, Martie

3. Se considera functia f'"R—R, f(x) = X -3+ 2.
L2
a) Calculati J.(f(x) 4352 —2)dx'
0

~ 13 ~ 1
b) Arétati ca I(f(x)—x3+3x2+x)exdx:26—1

0

. l+a . o
¢) Demonstrati ca .[ F(x)dx=0> pentru orice numar real a.

I-a

Simulare 2016, Martie

4.7. Aplicatii ale integralei definite

1. Sa se calculeze aria suprafetei marginita de functiile, axa Ox si dreptele
de ecuatii specificate:
a) f(x)=2x+2,x=-1,x=4

b) f(x)=-x>+2x+3,x=1x=2

2. Sa se calculeze volumul corpului obtinut la rotirea in jurul axei Ox a
figurii plane marginita de functiile:

a) f(x)=4-2x,x=0,x=2;

b) f(x)=-x>+2x+3,x=1,x=3

3. Se considera functia f*(0,+ ) =R, f(x) = 3x° +2x +1+In x.

L 2
a) Aratati ca j (f(x)=Inx)dx =11
1
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‘ 2
b) Aratati ca If(x) o3¢ e
X 2

c¢) Determinati numarul real a, a>1, stiind ca suprafata plana delimitata de
graficul funtiei f; axa Ox si dreptele de ecuatii x = / si x = a are aria egald cu
a+a’+a- 2.

Bacalaureat 2018

1
e +1

4. Se considera functia f\R—>R, f(x)=

- Lol
a) Aratati ca J‘(e‘*+1)f(x)dx=1‘
0

b) Aratati ca .[ff ) & ;
WACS

c) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a

graficului functiei g:/0,1] =R, g(x)=+/e"f(x)-
Bacalaureat, Model, 2018
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Cap. V. VARIANTE

5.1. Variante de tip simulare, sesiunea decembrie, conform
programei, in vederea sustinerii examenului de Bacalaureat
2019, proba de matematica

Simulare, Decembrie 2017, lasi, profil tehnologic

SUBIECT I

1. Determinati numarul natural x stiind cd numerele -3, x>, x + 4 sunt
termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.

2. Se considera functia /R—R, f{x) = x + m’. Determinati numarul real
pozitiv m, stiind ca punctul A(1,5) apartine graficului functiei f.

3. Determinati solutiile reale ale ecuatiei:

log,(x+1)—log,(x+3)=-1.

4. Determinati pretul initial al unui obiect stiind ca dupa o ieftinire cu 10%
acesta costa 315 lei.

5. Calculati modulul vectorului v = a + ﬁ, stiind ca A(1,2) si B(3,-5).

6. Calculati cos x, stiind i gip y = > x (0 ”) .
13’ 2

SUBIECT 11

1. Se considera matricele 4 — Il sl B = Iox ,unde x,yeZ.
2 2 y 1
a) Aritati cd A’=3A.
b) Determinati numerele intregi a si y pentru care are loc egalitatea AB =
BA.

¢) Determinati perechile de numere intregi (x,)) pentru care det B = 2.

2. Pe R se defineste legea de compozitie x *y = (x+7)(y+7) - 7.

a) Demonstrati ca legea "+" este asociativa.

b) Stiind ca elementul neutru al legii "+" este e = - 6, determinati multimea
elementelor simetrizabile ale lui R 1n raport cu legea de compozitie "*".

c) Determinati toate perechile de numere intregi (a,b), cu a < b, stiind ca a *
b=4.
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SUBIECT III
1. Se considera functia R —R, f{x) = (x’+ 1) ¢".
a) Demonstrati ca f'(x) = (x + 1)° - €.

b) Calculati 1im 1 @
X—>—0 x eX
c) Demonstrati cd 1< f(x) < 2e, (V)x €[0,1]

2
2. Se considera functia /:(0, +9) =R, f(x)= 3x” +1

a) Determinati I(\/; f(x)- l)ix .
b) Determinati primitiva G:(0, +o0)—R, a functiei g (0, +o0)) >R,
g(x) = M , al cdrei grafic contine punctul M(1,2).

X

¢) Caleulati [jm £ =F D

x>l x—1

, unde F este o primitiva a functiei f.

Simulare, Decembrie 2015, lasi, profil tehnologic

SUBIECT I

1. Calculati media aritmetica a numerelor a= 8 si b =+/16.

2. Fie f:R—R, f(x) = 2x + 3, g.R—>R, g(x) =x + 4. Calculati (f -g) (2).

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x +4 =2.

4. Calculati numdarul submultimilor de 2 elemente ale multimii 4 =
{2,4,6,8}.

5. Determinati parametrul real m, stiind cd A(2, 2m - 1) este situat pe dreapta
de ecuatiex +y -7 =0.

6. Se considera triunghiul ABC, cu AB = 5, AC = 5 si BC = 6. Calculati cos
B.

SUBIECT II

1. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x -y = xy +
4x + 4y + 12.

a) Aratatica 2 - (-3) = 2.

b) Aratati ca x -y =(x+4)(y+4) - 4.

¢) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x - x =x.
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2. Fie Zs multimea claselor de resturi modulo 6.
a) Calculati suma tuturor elementelor sale.
b) Calculati produsul tuturor elementelor sale.

¢) Rezolvati in Zg ecuatia x +5=1.
SUBIECT III

1. Se considerd f-R—R, f(x) = 4x’ + 3x°.

a) Calculati j F(x)dx .

b) Determinati primitiva F a functiei f pentru care F(1) = 2015.

c) Calculati J( f(x) - 2x)dx .

2. Se considera functiile f,g:R—R, f(x)= g si g(x) =
x +4

> +d
. 2

a) Calculati J. (x + 4)g(x)dx .

b) Aritati ca j (f+g)x)dx=x+C.

¢) Determinati primitiva /:R—R a functiei f pentru care F(0)=1.

5.2. Variante de tip simulare, sesiunea martie, conform
programei, in vederea sustinerii examenului de Bacalaureat
2019, proba de matematica

Simulare, Martie 2018, profil tehnologic

SUBIECT I

1. Calculati ratia progresiei geometrice (b,)n»1, stiind cd by = 3 si by = 24.

2. Determinati numarul real a pentru care punctul A(a,2) apartine greficului
functiei R—R, f{x) =x" - 2x + 3.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
log, (x+1)+log,(x—1) =log, 8.

4. Determinati numerele naturale de trei cifre care au produsul cifrelor egal
cu7.

5. In reperul cartezian xOy se considera punctele A(1,2), B(5,5) si C(7,10).
Aritati cd AC = 24B.

6. Calculati aria triunghiului MNP, stiind ¢ MN = 4 si m(N) = m(P) =75°.
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SUBIECT 11

1. Se considerd matricele 4 — 3.7 , B = 5 -7 si [, = o .
2 5 -2 3 0 1

a) Arataticd 54 —3B = 8(0 7}
2

b) Demonstrati ca matricea B este inversa matricei A.
¢) Determinati numerele reale x si y, stiind ca x4 -4 - 84 = yl,.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa x
#*y =xy-2(x+y) +6.

a) Demonstrati cd x #y = (x - 2)(y -2) +2, pentru orice numere reale x si y.
b) Determinati numarul real x, pentru care x #3 = 2018.

c) Calculati log, 2 *log, 3*log, 4*...*log, 2018.

SUBIECT III
1. Se considera functia f:R—R, f(x) = x’- 6x +10..
a) Ardtati ca limM =0-

-l x—1
b) Determinati intervalele de monotonie a functiei f.
¢) Demonstrati ca f(0,9) + f(1,1) > 10.
2. Se considera functia f'R—R, f(x)=x-e".

a) Aratati ca jde =e(e-1) -
X

b) Determinati primitiva F:R—R, a functiei f pentru care F(1) = 0.

¢) Determinati numarul real a pentru care .1[ FO0f (x)dx = 1 o
2

Simulare, Martie 2017, profil tehnologic

SUBIECT 1

1. Aritati & (243 +(1-243) =20.

2. Se considera functia FR—R, f{x) = x’- 3x. calculati f(l ) f(2) 13) 1(4).
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 8" = ek
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4. Dupa o scumpire cu 25%, pretul unui obiect este 250 lei. Calculati pretul
obiectului Tnainte de scumpire.

5. n reperul cartezian xOy se considera punctele A(1,5), B(1,1) si C(5,5).
Aritati cd triunghiul 4BC este isoscel.

6. Aratati ca sin 60" + tg 45° = cos 30° + ctg 45°.

SUBIECT 11

1. Se considerd matricea 4(x) = (x 2} unde x este numar real.
X x

a) Aritati ca det (4(3)) = 3.

b) Aratati ca A(2017+x) + A(2017 - x) = 2 A(2017), pentru orice numar real

X.

¢) Determinati numerele reale m pentru care det( A(2) + m A(1)) = 0.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x #y = 2xy
+6x+6y +15.

a) Aratati cax #y = 2(x+3)(y+3) - 3, pentru orice numere reale x si y.

b) Aratatica 7 # 98 = 2017.

c)Determinati numerele reale x, pentru care x # (x+2) =3.

SUBIECT III
1. Se considera functia f>(2,+00) >R, fx)=x+1+ 1
x=2

a) Ardtati ca 1, /()=S0 _.
3

x—3 X —

b) Determinati ecuatia asimptotei oblice spre +oo la graficul functiei f.
¢) Demonstrati ca functia f este convexa pe intervalul (2,+o0).

2. Se considera functiile f>(0,+o0)) >R, f(x) = 1 + In x si F:(0,+0)—>R, F(x)
=x-n x.

a) Calculti j( f(x)—Inx)dx-
1

b) Arétati ca F este o primitiva a functiei f.

~ -« € 2
c) Aratati ca If(x)F(x)dx _e .
’ 2
1
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5.3. Variante de bacalaureat conform modelului propus de
M.E.N.
in vederea sustinerii examenului de Bacalaureat 2019,

proba de matematica

Varianta 2, Bacalaureat 2018, profil tehnologic

SUBIECT 1
1. Aratati ca 30 - (1 _ 033) =1.
3

2. Se consideri x; si x; solutiile ecuatiei x’ - x + a = 0, unde a este numar
real. Determinati valorile reale ale lui a pentru care x;x, - 1 < 0.

3.Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 3"/ = 9",

4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea numerelor
naturale de doua cifre, acesta sa aiba cifra unitatilor egala cu 3.

5. In reperul cartezian xOy se considerd punctele A(-1,-1) si B(4,4).
Demonstrati ca punctele 4,0 si B sunt coliniare.

6. Demonstrati ¢i (sin x + cosx)’ —sin 2x = 1, pentru orice numar real x.

SUBIECT 11

1. Se considera matricele 4 — b=s , B= 6 3 si I, = o .
2 6 -2 1 0 1

a) Aratati ca det 4 =16.

b) Determinati numarul real a pentru care 4-B = al,.

X
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa
xoy = Sxy +15(x+y) +42.
a) Aratati ca (-2)-(-2) = 2.
b) Demonstrati ca x-y = 5(x + 3)(y +3) - 3 pentru orice numere reale x si y.
¢) Determinati numarul real x, pentru care (x-3)-(x-3)-(x-3)=197.
SUBIECT I
1. Se considera functia f:R—R, f(x) = (x-2) €".
a) Aratati cd f'(x)=(x—1)e*,xeR.

b) Aratati c@ |im f(x)=0-

¢) Demonstrati ca det( xA + l Bj > 49, pentru orice numadr real nenul x.
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c) Demonstrati ca -e <f{x) <0, pentru orice x&(-,2].

2. Se considera functia f\R—R, f(x) =x" + 1.

1
a) Ardtati ca j(f(x) —1dx=2 -
-1
b) Demonstrati cd orice primitiva a functiei f este crescatoare pe R.

¢) Calculati j F(x)Inxdx .
1

Varianta 3, Bacalaureat 2018, profil tehnologic

SUBIECT I

1. Arétati ca ﬁ(z_ﬁ)+ \E(ﬁ_ﬂ): 0.

2. Se considera functia f’R—R, f{x) = x’ - 2. Determinati numerele reale a,
stiind ca f(a) = a.

3.Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 27~ = 4",

4. Calculati probabilitatea ca, alegind un numdr » din multimea
A={1,2,3,4,5}, acesta sa verifice relatia 2" <16.

5. In reperul cartezian xOy se considera punctele M(1,2), N(4,3) si P(6,1).
Determinati lungimea segmentului MQ, unde Q este mijlocul segmentului
NP.

6. Aratati ca sin30° + sin45” - cos60’ - cos45” = 0.

SUBIECT II
o . 1 0) . X
1. Se considera matricele 7 , = 0 si A(x) =
1

1
, unde x este
2

numar real.

a) Aratati ca det(A(2))=5.

b) Determinati numerele reale x si y pentru care A(x)-A(y) = 31>.

¢) Determinati numarul intreg p pentru care det(A(p)- A(p)+1,)=5.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa
x*y =xy-(xty) +2.

a) Aratatica 2+ 2 = 2.

b) Demonstrati ca x#*y = (x - I)(y -1) +1 pentru orice numere reale x si y.

c) Calculati [ *2 #3 #..#2018.
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SUBIECT III

1. Se considera functia :R—R, f(y) = X hxtl

2

X +2x+2
a) Aratati ca ) = Xx+2) e
(x? +2x+2)%’

b) Determinati ecuatia tangentei la graficul fuctiei f In punctul de abcisa
x = -1, situat pe graficul functiei.
¢) Demonstrati ca / < f{x) + f(y) <3, pentru orice numere reale x si y.

2. Se considera functia A R—R, f{x) = x’ - 6x° +12x +5.
a) Aratati ca j‘(f(x) _3 )ix -9.
0

b) Demonstrati ca orice primitiva a functiei f'este o functie convexa pe R.

4
¢) Aritati ca J%dxzf.
> f(x)+12 8
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Notatii

IR multimea numerelor reale

c relatia de incluziune intre multimi

IR = IRU {-o0, +o0}

IR =1R\{0}
IR", = (0, +o0)
IR, =[0, +)
IR = (-0, 0)

66



Prefata

CUPRINS

Test initial. Identificarea nevoilor grupului tintd

CAP. 1. ALGEBRA

1.1. Multimea numerelor reale

1.2. Progresii aritmetice. Progresii geometrice

1.3. Functia de gradul |

1.4. Functia de gradul al I1-lea

1.5. Ecuatii, inecuatii, sisteme de doua ecuatii cu doua
necunoscute

1.6. Puteri si radicali. Ecuatii irationale

1.7. Calcule cu logaritmi

1.8. Ecuatii exponentiale. Ecuatii logaritmice

1.9. Elemente de combinatorica - metode de numarare

CAP. II. GEOMETRIE SI TRIGONOMETRIE

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.

Vectori
Trigonometrie
Aplicatii ale trigonometriei in geometria plana

Elemente de geometrie analitica

CAP. III. ELEMENTE DE ALGEBRA SUPERIOARA

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.

Matrici
Determinanti
Matrici inversabile
Sisteme de ecuatii
Legi de compozitie

Clase de resturi

67

O O 3 W

11
12
14

14
15
15
16

19
19
20
21
23

29
29
30
32
33
34
35



3.7.

Inele de polinoame cu coeficienti intregi,

rationali, reali

CAP. IV. ELEMENTE DE ANALIZA

4.1. Limitele functiilor elementare, operatii cu limite

4.2. Asimptote

4.3. Derivabilitate, derivatele functiilor elementare,
operatii de derivare

4.4. Studiul functiilor cu ajutorul derivatei intéi si doi

4.5. Primitive uzuale

4.6. Integrala definita

4.7. Aplicatii ale integralei definite

CAP. V. VARIANTE

5.1. Variante de tip simulare, sesiunea decembrie,
conform programei, in vederea sustinerii
examenului de Bacalaureat 2019, proba de
matematica

5.2. Variante de tip simulare, sesiunea martie, conform
programei, in vederea sustinerii examenului de
Bacalaureat 2019, proba de matematica

5.3. Variante de bacalaureat conform modelului propus
de M.ENN. 1n vederea sustinerii examenului de
Bacalaureat 2019, proba de matematica

Bibliografie

Cuprins

68

35

43
43
44
44

49
51
53
54

56
56

58

61

65
67



	FUNCŢIA
	DERIVATA
	DERIVATA
	sin x
	tg x

	1. Orice funcție continuă pe un interval admite primitive pe acel interval.
	2. Orice funcție care admite primitive pe un interval are PROPRIETATEA LUI DARBOUX pe acel interval



